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5 Machten, exponenten en logaritmen 


Voorkennis Herleiden van machten 


Bladzijde 9 
Oa 

b 2p-3p?=6p’ 

€ 4a'b- 5a°b?=20a°b> 


O2 pra) =p 
b (322)? = 2720 


1226 _ 
O- ? 
Sxie x 15 
bies 
-28, 6 
La] a EE =-4a° 
a 


® a abt-a=ab"-a=abt 


b (-2ab)-b =-8a°b?-b=-8a%bt 


5.1 Machten en wortels 


Bladzijde 10 


d -2p*q*--3pq = 6p°q* 


e Sx2y: 2x — Ixdy = 10x%y — Jy = Tx 


f_12a*b- jab —8ab =3a°b>— 8ab 


e (5225) =25x%S 
d (-4ab®= 16a°b° 


24a*b? 
= 3 
c Ga) 4a°b 
=l 
a Lap 
Sp°q 
C2a 


ae 


ce) 


ce (Bay? + (2D)? =9a? +45? 
d (3a)? —8a? = 274 —8a® = 19a? 


(3ay?-(2a°)’ =9a? Bat = 724 
(Ga?)? + (20°)? =— 9at + Bas = 17a° 


10x3y? 
ry, 3 
(2ab) _8ab Zs 


Gab oa 


(5}?--3a =125a*--3a =-375a* 
A\2 
(2) = (a) = 81 


Ga} +Capmlarr= 
Safy + Ca’)! =25a® + at =26a° 


o a De exponenten worden telkens 1 minder en de getallen worden steeds door 2 gedeeld. 


Bladzijde 11 
il 


[2E a? 


c ï En 
G 


Bladzijde 12 


b (B)P=G=Peg 


4 _ Hoofdstuk 5 


=S greg 


a a 
1 4 
4104 
103 1000 2%? 
1:62=}-62=5-36=18 
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Bladzijde 13 
e a ys z=5r4 Zet = 60? 
B 
Dus y =60x?. 


TG sr 
Dus y=2x®. 

d y=3(32j 4x =3 FEA = 
Dus y= Ie! 


@ a y-15-2872= 15-222 15-(29) -4= 608 

Dus y= 60: 8", 

b y=60-32*=60-32-3*=60-9-(31"= 540 (1) 
Dus y=540- (1). 

e y=Br4tle ggn 8 (42e 2 (5) 
Dus y=2: (EE) 

d y= 2 de hin 2e. Pe 1 
Dus y= 


@:v- (2) en Oh atd 


Dus y= 3x? 
b y=75"(52)?- 3427552? I= 15-30 = Ox!0 
Dus y =9x!0. 
c pe Eeste 135r 
x 
Dus y= 135x®. 
d y=5023"1= 502% 2150 (23) 4 25-81 
Dus y=25:8", n Nn 
e y=215:5%=215(52) =275: (5) 
Dus y=275" (5). 
f_y=5000- 10% 325000: 10*- 1075000: AO rn =5: 5)" 
Dusy=5" (5) : 
© 2 VE-2,want 2? =8. e Y-128=-2, want (-2)7 =-128. 
b 9322, want 2° =32. d $/-16 bestaat niet, want een vierde macht kan niet negatief zijn. 
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Bladzijde 15 
O a 4-27 Y64-4-3-4= 12-48 
b 10-81 -6-Y625=10-9—6-5=90 — 30 = 60 
e 3-Y256+2-Y-243=3-4+2--3=12-6=6 
d 4-3 +324 27 +944 32428 


® a AVIS = YI25- ay = 5 oy 


Dus A=5: Yxy. 

b A= Y256xy = (256: {xy =4- Yay 
Dus 4=4- Yvy. 

e AFT 
Dus 4=-2: xy. 

d A= 825xy — 34Oxy =BV2S- ay — 3/49: ay = 8-5: Va — 3-7: Vxy = 40 VA — 2 ay = 19 xy 
Dus A = 19 xy. 

@® a B-6-Yl0a=6- IO: Ya 61,58. a =9,51- Va 

Dus B=9,51 a. 


_Ya_ 1 Sla s/ 
b Bn Ya=0,87- a 


Dus B =0,87: $/a. 
e B=2: a+ J-20a=2- Ya + J-20- Ya=(2- 1,82): Ya =0,18- a 
Dus B=0,18 Ya. 
Y50a 50 Ya 3/50 
dB= mf a rl =0,39- 3 
MrO+ 5 VO 15 vie ns 9039 da 


Dus B=0,39 Ja. 


® a K-2-Y8pa- pa 2: Y8- Yp — pa = 2-2: pa — pa =3: pa 
Dus K=3- pg. 
b F=2-VOxy—V3x-Yoy=2- YI Yay 3 Ye 6 y= (2- VO — Y3-Y6)- Yep =1,40- xy 
Dus F=1,40- xy. 
e N=4- 243 +2: 1024 =4- 243 Gt +2- 1024-43-24 ft 20 Ht 
Dus N= 20 #/t. 


® Uit (x°)? =x en (Yx)* =x volgt > = Ux. 


Bladzijde 16 
@ a Sa =5- Ya 
b b 
b laib= S= 
â 2at 2: Ya 


® a a-VYa-al-a=ab 
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® a 82-22-28 


Bladzijde 17 
Oan 
b2 22.242 
etende D= 

d 32 re . 
e Stl=5e.5l=5. 50 


2} L 
4 


Dus y= Sri, 
b y= 5x = sxt = Sylt = 5x 
Dus y= Sx%. 


5 
evens rde 10x3*: = 10% 


Dus y= 10x%. 
5.2 Wortelformules 


Bladzijde 19 
al8 Gobi 


x>0eny=0 


=3t 


4 


T=37=3 
zp VIO= 102-107 =102i= 10 

EN =23.72=23.20=23 2 
10- 0,1 = 101-107 =10!- 10% = 1015 = 105 


= oa 
caps Hy 


t OTP Ge 6) 
g Ce eni 
h gel la. gl (22E =} 40 


i DE= GIR gee 31.3 HG=t 2 


d yp=3 p= It 


Dus y= 3. 
e yeh Sg02t13 = Sh! 
Dus y= 5xh!, 
50xk® ” 
TE 5exl9-Ll= 5x08 
Dus y= 5x°$ 


x2-2eny=3 


e De grafiek van y = vx twee naar links en drie omhoog verschuiven levert de grafiek van y= Vx +2 +3. 


Bladzijde 20 


@® a De grafiek van f(x) = vx — 3 — 2 ontstaat uit die van y= vx bij de translatie (3, -2). 
De grafiek van g(x) =-2/x + 3 ontstaat uit die van y= /x bij de vermenigvuldiging ten opzichte van 


de x-as met -2 en de translatie (-3, 0). 
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(3,0) 
x 
e) 1 
h f 

\ 

\ 

N 

N 
g Si: 
N 
N 6-2) 

y= Ss 
e D‚=[3, >), B, =[-2, >), D,=[-3, >) en B,=(& ,0]. 
Bladzijde 21 

@a vv y=ve 
J verm. x-as, 2 J verm. x-as, 1 
gp 2vx p= vx 
„ translatie (0, -3) | translatie (-5, 0) 
0) = fx -3 80) =x +5 
b 
(5,0) 
7 


e D‚=[0, >), B‚=[-3, >), D,=[-5, >) en B‚=(, 0]. 


@®Dax-sz0 
Pe) 

Dus beginpunt 5, 3), D,= [-5, >) en B‚= [3, >). 
bx+320 
x2s3. 

Dus beginpunt 3, -7), D,= [3, >) en B= F7, >). 
ext120 
big 

Dus beginpunt (-1, 0), D= [-1, >) en B, = (<0). 
dx20 

Dus beginpunt (0, 1), D‚=[0, >) en B‚=[1, >). 
er L20 

Hz 

Dus beginpunt (1, 1), D,=[1, >) en B‚= (1. 
f x20 

Dus beginpunt (0, -3), D= [0, >) en B, =[-3, >). 
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@ voor het domein van f(x) = vx? — 15 +3 moet gelden x? — 1520 
x215 
xs fls ver l5 
Het domein is (&—,-/15] en ook [V15, >). 
Het bereik is [3, —). 


@® a Het beginpunt is C2, 1). 
b De tracecursor staat niet in het beginpunt van de grafiek van f. Dat komt omdat de GR een beperkt 
aantal pixels tekent. Eén pixel verder naar links dan het aangegeven punt valt buiten het domein van f. 


Bladzijde 23 
@Das-4r=0 e +620 

-4x=-8 x2-6 

x<2dusD‚=(,2], x2-3 dus D,=[-3, >), 

beginpunt (2, 3) en B‚= B, >). beginpunt (-3, 5) en B, = (51. 

b 4x-820 d x>0 dus D,= (0, >), 

4x 8 beginpunt (0, 3) en B‚=(<&, 3]. 

x 22 dus D,=[2, >), 

beginpunt (2, 3) en B,= B, >). 

@D a 3x-420 7 

3x24 

x= lk dus D‚= [1}, —) en beginpunt (15,2). ë 

Voer in y, =2 + 3x 4. £ 
ä 

s Teelelelahale Ie 

fo) | 2 3,4 | 4,2 | 4,8 | 53; | er 6,1 sl 
2 
1 

Ei! 

o ï 2 3 4 5 6 e 


b6-4x2=0 
-Ax2-6 
x< 1} dus D, =( &, 1} Jen beginpunt (15,1). 


Voer in y, = 1 + V6— 4x. 
x alaaf | 
eo [57 | 52} 47 | 42 | 34 | 24 | 


RTS 
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@a2x+s20 


25 


x 2-2} dus D= [-2}, —>) en beginpunt (-24,3). 


Voer in, =3— 2x +5. 
x |2sl2flo li |z| 3 
ze | 3 | 2 [13josfoafo os 


B‚=(&, 3} 


b Voer in y,=-2. 
Intersect geeft x= 10. 
fw)2-2 geeft <x<10 
ce f(22)=-4, dus x <22 geeft -4 < f(x) <3. 


®a7-x20 


3x 
xs 


Dus D‚=(<, 2} ] en beginpunt (23,-4). 
Voer in y, =2V7 —3x 4. 


z[al2lalolijz| 
zo| 4 32 [23l 13 jol -2| 4 
B‚=[-4, >) 


b Voer in y, =-2. 
Intersect geeft x= 2. 
fa) >-2 geeftx <2 
e f(-3)=4, dusx>-3 geeft 4 < flx) <4. 


5 
i == 5 
beginpunt 2) redle4 
y=2x-1 10 
== =5 
a 
a=2 
@) a Het linker- en rechterlid van 2x — 5 = 3 kwadrateren geeft 
WRS =I 
X=14 
gel 


b De uitkomst van een wortel kan niet negatief zijn, dus 2x — 5 =-3 heeft geen oplossingen. 
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Bladzijde 25 


® a 


4x = Vl6x-3 

kwadrateren geeft 
16x2=16x — 3 

16x2 — 16x+3=0 
D=(-162—4-16-3=64 

168 _ _16+8 _ 
32 32 


am 


x= vx 


ai 


x=} geeft 1 = /1 voldoet 
x=} geeft 3 — (O9 voldoet 


va l=x-2 


kwadrateren geeft 


@-De-5)=0 

w=byi=s 

x=1 geeft /1 =-1 voldoet niet 
x=5 geeft 9 =3 voldoet 


x= 5x+14 

kwadrateren geeft 

x2=Sx+ 14 

x2-Sx-14=0 
+27) =0 

x=2vx=7 

x=-2 geeft -2 = /4 voldoet niet 


x=7 geeft 7— /49 voldoet 


3x= 8x +20 

kwadrateren geeft 

9x? = Ex +20 

Ex 20 =0 
D=(-8)?—4-9--20=784 


EB uv EE) 
ET 

x=-1} geeft 3-15 = [11 voldoet niet 

x=2 geeft 3-2 = /36 voldoet 

4-3r=2 

2=3r 

kwadrateren geeft 

4=9x 

x=ä 

x=d geeft 4— 3: fj =2 voldoet 
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ce 6vx-x=8 
6vx=x+8 
kwadrateren geeft 
36x=(x +8)? 
36x=x? + 16x +64 
x2—20x+64=0 
«4x —16)=0 
x=4vx=16 
x=4 geeft 12 — 4=8 voldoet 
x= 16 geeft 24 — 16 =8 voldoet 


dx 2er=3 
x-3=2 
kwadrateren geeft 
x-32=4x 
x-6x+9= 4x 
x2—10x+9=0 
=De -9)=0 
x= 1V=g 
x= geeft 1 — 2 =3 voldoet niet 
x=9 geeft 9 — 6 =3 voldoet 


€ Svk=x 
kwadrateren geeft 
25x=x? 
x-25x=0 
x(x—25)=0 
x=0vx=25 
x=0 geeft 5 + 0 =O voldoet 
x=25 geeft 5: 5=25 voldoet 


d 3x= Vl8x+72 

kwadrateren geeft 

9x2= 18x +72 

9x 18x-72=0 

x-2x-8=0 

+24) =0 

x=-2vx=4 
-2 geeft 3--2 = /36 voldoet niet 
x=4 geeft 3-4 = [144 voldoet 


b Svx-2x=0 
Syx=2x 
kwadrateren geeft 
25x = Ax? 
4x? —25x=0 
x(4x—25)=0 
x=0v4x=25 


x=0vx=6h 
x=0 geeft 5/0 — 0 =0 voldoet 
x=6} geeft 5,/6} — 2-6} =0 voldoet 
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ce UW-Syx=3 d 5-2r=3 


2x-3= Sv -2x=-2 
kwadrateren geeft ve=1 

(2x 3) =25x x=1 voldoet 
4x? 12x+9=25x 

4x? -3x+9=0 


D=(37}2—4-4-9= 1225 
37-35, _37+35 


Hz 
=} geeft 2 bii 3 voldoet niet 
x=9 geeft 2:9— 59 —3 voldoet 
® a 3-20 y 


-2x2-3 
xslj a4,4) 


Dus D‚=(&, 1j] en 


beginpunt (11,4). 


Voer in y, =4 — V3 — 2x. 


SEE 


N 


seo f-osz[-o3sf 1 [176) 3 | 
Le | j 
b B‚=(&,4] C) í 
e flx)=-1 geeft 4 — 3 — x= 
V3--- 
kwadrateren geeft 
32425 
== 22: 
x=-11 


x=-11 geeft 4 — 25 —-1 voldoet 
fx) >=-1 geeft 11 <x< 13 


a 2x+ x= 10 € Mt yr=6 
vx=10 2x vr=6- 2x 
kwadrateren geeft kwadrateren geeft 
x=(10- 2)? E=(6- 29}? 
= 100 — 40x + 4x? x=36— 24x + 4x? 
Ax? —4lx + 100 =0 Ax? —25x +36 =0 
D=(41)?-4-4-100=81 D=(25)?—4-4-36=49 
41-9 “4149 25-17 2547 _ 
kg TivR Ge RR Fe 
x=4 geeft 2-4 + /4= 10 voldoet x=2} geeft 2-24 + [24 =6 voldoet 
x= 6} geeft 2-6} + /6} = 10 voldoet niet x=4 geeft 2-4 + VA =6 voldoet niet 
b vr+12=x d 10 —xvr=2 
kwadrateren geeft =xx=-8 
x+12=x? kwadrateren geeft 
x-x-12=0 x-x=64 
(+344) =0 264 
x=-3vx=4 x= 644 
x=-3 geeft 9 =-3 voldoet niet x=4 geeft 10 — 4/4 =2 voldoet 


x=4 geeft [16 =4 voldoet 
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Bladzijde 26 
@a7-X20 
-X2-7 
x <3}, dus D‚=(<, 3}] en beginpunt (34,2). 


Voer in pj =2 +7 — 2x. 
z[alalolal2l|s 
sofss | s |4s| 42} 37 | 3 | 


De grafiek van g is een rechte lijn door de punten 
(0, 0) en (1, 1). 


b fl) =g(x) geeft 24 7 Wx=x 


vi D= 
kwadrateren geeft 
T-2x= (2-2? 
T-A +4 
x-2x-3=0 
@+1«-3)=0 
z=ly{=3 
Uit de figuur van vraag a volgt dat alleen x = 3 voldoet. 
fw) < g(x) geeft 3 <x <35 
® a v-2r b y=vx-2 e y=2vx-2 
kwadrateren geeft kwadrateren geeft kwadrateren geeft 
yi=4x Perl p=4e-2) 
sil x=+2 4x 8 
4 Dus uit y= vx —2 Ax=y +8 
Dus x= bj? volgt x=? +2. x=l2+2 
Dus uit y=2vx— 2 
volgtx=5y? +2. 
Bladzijde 27 
©® a F-3V2-1 e y-5=0 
32t-1=F 2y=5 
kwadrateren geeft kwadrateren geeft 
(2-1) = FE Arty =25 
18/9 =F? _25 
18/=F2+9 VEE 
t=kP+} d R/g- VR=6 
b A=5+ 4-38 RVq=VR+6 
MAIB=A-S ze ce 
kwadrateren geeft gt ) 
4-3B=(A-—5)}? Reg =R+12VR+36 
4-3B=A°—10A+25 
3B=-A°+104—21 „EEE 


B 


=A2 +37 
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@ a f=igeeftt=5- Sk =S 5 ht 
Dus na 2} uur is nog een kwart van de maag gevuld. 
b t=Î geeft 5—5f =À 
=d 
kwadrateren geeft 
25f =18,0625 
f=0,7225 
Dus na drie kwartier is de maag nog voor ongeveer 72,3% gevuld. 
e f=Ogeeftt=5-5/0=5 
Dus na 5 uur is de maag leeg. 
dt=5-5f 
sf=5-t 
kwadrateren geeft 
25f=(5—D? 
25f=25 — 10+ 


ei LR 
S=lhtt kt 

Ear tl 
Dusa=55,b=-Senc=l. 


5.3 Exponentiële functies 


Bladzijde 29 


A [B _IEXEl:Shon coordinates 
12e 


b De grafiek van fis stijgend. 

e fC10)=2"=9,77 « 10% 
fC20)=2=9,54 + 107 
fC100) = 21% = 7,89 - 103 


E 
d f(-500) =2%0= 500 en dit is groter dan 0. 


De GR geeft 250 = 0. 
e Voor elke x is 2*> 0, dus er is geen origineel te vinden waarvan het beeld 0 is. 


(42) a [B _IEXEl:Shon coordinates 
=) 


De grafiek van g is dalend. 
b De lijn y= 4 snijdt de grafiek van g in één punt, dus de vergelijking g(x) = 4 heeft één oplossing. 
De lijn y=-4 snijdt de grafiek van g niet, dus de vergelijking g(x) =-4 heeft geen oplossingen. 
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Bladzijde 30 
@® a Voer in y, — 2" en y= (1). 


& 8 yd 0 1 12 3 


{e) | $ 
2) | 8 4 2 1 E, pi k 


1 214 8 


ai 
wie 


b De grafiek van g ontstaat uit die van f bij spiegelen in de y-as. 


A, EgjEsten coordintse 
AG 


b De grafiek van y =2* + 5 ontstaat uit die van y = 2* bij de translatie (O, 5). 


O2 rm & 


De grafiek van y = 2*® ontstaat uit die van y= 2* bij de translatie (3, 0). 
b De grafiek van y= 2*** ontstaat uit die van y= 2* bij de translatie (-4, 0). 
e De grafiek van y= 2*® ontstaat uit die van y =2* bij de translatie (b, 0). 


® a En eerie 
a 


YEP ot PITA / 


b De grafiek van y‚, = 3 + 2“ ontstaat uit die van y, =2* bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3. 


Bladzijde 31 
© 2 a Eesrerd 
wr 


b Vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 3. 
c Met de factor 5. 


1 
d Met de factor en 
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Bladzijde 32 


® a y= e p= 
J translatie (-2,-1) U verm. y-as, } 
p= y= 
De asymptoot is de lijn y=-1. J verm. x-as, 3 
b y=3" y=3"2% 
J translatie (1, 5) J translatie (O, 4) 
y=Bl+5 y=3"244 
De asymptoot is de lijn y= 5. De asymptoot is de lijn y= 4. 
e y=0,5" f y=0,8" 
J verm. x-as, 2 L verm. y-as, 2,5 
p=2"0,5* y= 0,804 
JL translatie (0, 3) J translatie (O, -10) 
y=2:0,5*+3 y=0,80%— 10 
De asymptoot is de lijn y= 3. De asymptoot is de lijn y =-10. 
d y=0,7" 
J verm. x-as,-3 
y=3-0,7 
J translatie (0, 5) 
y=-3-0,7*+5 


De asymptoot is de lijn y= 5. 


@® a Het bereik is (-6, —) en de asymptoot is de lijn y 
b Het bereik is (, 5) en de asymptoot is de lijn y =S. 
c Het bereik is (€, 1000) en de asymptoot is de lijn y= 1000. 
d Het bereik is (&, 1000) en de asymptoot is de lijn y = 1000. 
® ay=3 dyp=3t 
L verm. x-as, } J translatie (4, -5) 
yeh y=3e45 
J translatie (0, 3) J verm. x-as, 3 
y=h:+43 y=3(3"*—5) 
b y=3" ofwel y=3-3"*—15 
J spiegelen in de x-as ofwel y=3""3—15 
y= e y=3 
J_ translatie (O, -1) J verm. x-as, 3 
y=-s-1 y=3e3r 
e y= J translatie (4, -5) 
„ translatie (2, 5) y=334-5 
y=3+5 ofwel y= 335 
J verm. y-as, } 
pe3te145 
Bladzijde 34 
(51) ay=2 
| translatie (-3, -4) 
p=t34 y 
b Voer iny,=2*3—4. ë 
slsialaleslals |t 4 
0) 38 [-3,5 | 3 2fofs [u 
B,=(-4, >) 1 


e Voer iny,=-1. 
Intersect geeft x =-1,42. 
fx) <-1 geeft x <-1,42 
d f(3)=60 
x<3 geeft -4 <flx) <60 


ï 
| 
| 
| 

< 
7 
k 
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@ay=r y=(4) y 
\ translatie (0, -2) ie translatie ( 1,2) X 
{m=-2 e=)" +2 ú 7 
b Voer in y,=2"—2eny,=(l) "+2. ae 
ziel 0 1 2 3 kl 
fe f-18l-L5| a | 0 f{2| 6 Ô 
sof mj 6 | 4 | 3 [25 | 23 


B=(-2, >) en B,=(2, >) 
c Intersect geeft x = 2,15. 
lx) > glx) geeft x > 2,15 
d B‚=(-2, >), dus f(x) =p heeft geen oplossingen voor p <-2. 


@® a Voerin y, =2°?- Jen y,=4-0,5" 3-1. 
x -1 0 1 2 3 4 5 6 7 
FAI 2D9 | 28 LS 2 sl 1 5 13 29 
2) | 63 31 15 7 3 1 0 | -0,5 | -0,8 


b B‚=(-3, >) en B,=(-1, >), dus f(x) =p heeft één oplossing 
voor p >-3 en g(x) =p heeft geen oplossing voor p <-1. 
Dus het antwoord is voor -3 <p <-1. 

€ f(2)=-2 
x<2 geeft -3 < f(x) <-2 

d (1) =-2,5 en g(1) = 18, dus A(1; -2,5) en B(1, 15). 

AB =p 4=15--2,5=17,5 

e Voering; =5. 

Intersect van y, met y; geeft x =S, dus P(S, 5). 
Intersect van y, met y; geeft x = 2,415, dus Q(2,415; 5). 
PO =xp-xg= 5 2,415 =2,585 


e 4*l=l 
Niel ge 
7 =2 
pet gt 
6x+2=-1 
x=t 
f 5-162*=40 
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® a 2"'=64 
get1=26 
x+1=6 
x=5 
b2ertel 
pe3=23 
x-3=3 


x=, 


x=lg 

b 102%*1=0,01 
Met 1=-2 
de] 
x=-1} 


@® a 3-2 +4=28 
3-24 
8 
der 


(so) a Voer in y,= 2)" 
x 5 4 | 3 2 


2-2 

22! 

e= 

x=} 

e= 

2-20 

x=0 

3-2=25 e 10-3*=270 

3r=27 327 

3r=33 333 

=d x=3 

5-2*=80 f 3-82-*=48 

x= 16 82-*=16 

2 (2 F2 

x=4 26-24 
6-3x=4 


fw) f 0,7 1 14 2 


g(x) f 1024 | 256 | 64 16 
fe) = gw) geeft (/2)**= 
tear 
zer 222" 
2 


er 
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eg) V2geeft (4) = V2 
zet 
wl 
rk 
Zie de figuur bij vraag a. 


g0) >= 2 geeft x <4 


® wr 
J verm. x-as, 6 
y=6:2 
J translatie (0, -10) 
ga) =6:2"— 10 
fw) =gx) geeft 2*= 6: 2-10 
-5-2"=-10 
Vent” 
x= 
f(1)=2, dus het snijpunt is (1, 2). 


5.4 Logaritmen 


Bladzijde 37 


@ a 2-8 
5 


Bladzijde 38 

@ a “log(125)=Slog(5*) =3 
b_!log(0,1) = Plog(10!) =-1 
€ ?log(4) =?log(2°) =2 


d 7log(49) ="log(7°) =2 
e Hog(2) =og(2i) 4 
f_?log(0,5) =log(2 1) =1 


@® a tog(64V2) = Pog(2°-2:) = Pog(2%) — 64 


e 


e Sog(3215) — 21,5 

d Slog(r5) =“log(5®) =-3 
Hog(&) = Hog(()°) =3 
Hog() = Hog((3)?) =2 


Bog(5V3) = Fog(32-35)= tog(3E) — 1} 


e 
f 
g og -Y2) =og(25-25) =og(2%) =-42 
h 


Slog(l) =log(5®) =0 


i Hog(81- 27) =og(3*- (3) = log(3*-35) =log(3%) — 42 


@ a og) 3 
x=2? 
x=8 


® a Hog +2)=-2 
x+2=3? 
#+2=9 
7 
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b Bog) =-2 
x=3? 


b 1+ #logx) =4 
tog) =3 


e 
f 3-3 


g “log(0,25) =“log(4t) =-1 
h flog(4) =“log(4!) =1 
i “log(l) =log(4°) =0 


e 


Hog(2x + 1)=4 
t1=3% 
2x+1=81 
2x=80 
x=40 
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d 5+log(x) =3 


tog(x — D= 3 


f og? -4)=5 


“og(x) =-2 x- Ï 
x=4? x-1=} 
x= x=1j 
@® a 4 og) 2 3 + log) =-1 e Bog(0,4x—5)=2 
$log) =} oge) =-4 0,4x-5=3? 
zeik x=2* 04-59 
En lt = 
af Sobre En 
b Slog(4x— 1)= 2 en ze 
heee, 3x+2=S1 f 442: tog) =7 
Bedel Ix2=5 2 og) 3 
bx 1=5 3ie3 dog) = 1 
4x= 1} El zet 
x=f z=2l.2} 
x= 22 
Bladzijde 39 
a 
x ESENENENENE: 
2 |: 
€ Bij log(x) moet x > 0 zijn, dus D‚= (0, >). 
d B‚=R 
Bladzijde 41 
® a y= log) d y= log) 
J translatie (-2, 0) L verm. x-as, -1 
fl) = Bogx + 2) y=-dog @) 


De lijn x =-2 is verticale asymptoot. 
b y= ?logx) 
JL translatie (1, 0) 
y= og(x= 1) 
JL verm. x-as, 5 
g(x) =5 ogx— 1) 
De lijn x= 1 is verticale asymptoot. 


e y= log) 
JL verm. x-as, 4 
y=4: Hogt) 


L translatie (0, 3) 
h(x) =4: tog(x) +3 
De lijn x =0 is verticale asymptoot. 
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J translatie (-1,-2) 
k(x) =log(x + 1) —2 
De lijn x= -1 is verticale asymptoot. 


e y= dog(r) 
J verm. y-as, } 
y= Slog(2x) 


J translatie (0, 5) 
1x) = og(2x) +5 
De lijn x= 0 is verticale asymptoot. 
y= tlogx) 

J verm. y-as, 2 

y= ilog(3x) 

! verm. x-as, 3 
me) =3- $log(x) 
De lijn x= 0 is verticale asymptoot. 


_ 
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{co} a y= log(x) 
J translatie (4, 2) 
f@)= Slogx—4) +2 


x AENENENE: 
y= [2 [loi | 2 
Dj=(&, >) 

e foo) =6 geeft log(x—4)+2=6 
Slogx—4)=4 
x-4=3 
x-4=81 
x=85 

Bladzijde 42 


Day-iloen) 
J translatie (3, 2) 
JC) = “loge —3) +2 
b x EN ENENEG 
y= Hog) | -2 | 1 | 0 | ij | 2 


D‚=(3, >) 


e_f@)=-1 geeft log(x— 3) +2=-1 


slog(x —3)=-3 
SE 
x-3=(41? 
x-3=4? 
x-3=64 
x=67 
@ a v= log) € y= Îlog(e) 
L verm. x-as, 2 translatie (-3, 2) 
y=: log) y= logx+3) +2 
„ translatie (0, -4) J verm. x-as, } 
y=2: log) 4 y= blog +3) +2) ofwel 
b y= lo) pelo +3) +1 
„ spiegelen in de x-as d y= log) 
y=-Îlog(x) „ translatie (0, 5) 
„ translatie (S, 0) y= Slogx) +5 
y=-Slog(x— 5) JL verm. y-as, $ 


y= log(4x) +5 

J translatie (-3, 0) 
y= Îog(4(x + 3)) +5 ofwel 
y= log(4x +12) +5 
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@: , } [a l2}|s|w 
so f-o3| o jos] or | 1 
b y 
4 f 
7 4 6 ë á 
4 
€ Xmin =0, Xmax = 10, Ymin=-l en Ymax= 1. 


B a ASA 100 en DIN =21 geeft 1 +4-log(100)=21 
1+k-2=21 
2k=20 
k=10 
b ASA= 400 geeft DIN = 1 + 10 : log(400) = 27 
Dus 27 DIN komt overeen met 400 ASA, 
e DIN =24 geeft 1 + 10-log(ASA) = 24 
10-log(ASA) = 23 
log(ASA) = 2,3 
ASA = 1023 = 200 
Dus 200 ASA komt overeen met 24 DIN. 


Bladzijde 43 
d 
@ a a=15enb=20 geef 7-75 + 20 loef + i) 


4 
We lBend=4 geef 7-75 +20 leef 5 +ij=ss 
d 
b W=l,5en T=92 geeft 75 + 20 log 15+! =92 


20 toel + ) =17 


TER 
d=1,5(10055 — 1) = 9,1 
Dus de afstand is ongeveer 9 cm. 


c 780 en dm geeft 75 +20 lef vis 


20 toef; + ì =5 


8 
toef + ) =0,25 


Ì w 

kn 

7 = 100251 

Wo ip 1028 


Dus de breedte van het object is ongeveer 10,3 cm. 
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@® Uit *log(50) —x volgt 3*= 50. 


Omgekeerd volgt uit 3*= 50 dat x = *log(50). 


Bladzijde 44 
Dar '=15 
x-1=og(15) 
x=1+?log(15) 
b 1+2=15 
=14 
x=?log(14) 


D7+p 3 '=57 


Dit moet gelijk zijn aan x= 1 + “log(10), 


50 
dus En 10 en dit geeft p= 5. 


Ov-r 
Ferley 
x—1=log(y) 
x= 1 +log(y) 


Dar-r* 
pet 
x—4=tlog(y) 
x=4+2log(y) 


2x-3= Slog(5) 
2x=3 + Slog(hy) 


x= lj +5: “log(i5) 
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e 4+3T1=25 


zel 21 
x+1=log(21) 
x=3log(21) —1 
4-2*3=2 
2312 
23= 12 
x+3=?log(12) 
x=?log(12) —3 


1023 =iy 

2 3=log(y) 

2x=3 +log(ty) 

x= lj +5 log») 

y= 100 + 20251 

100 + 2025e-1 = 
20251 =y— 100 

0,25x — 1 =log(y — 100) 
0,25x = 1 +?log(y — 100) 
x=4 +4" dog(y — 100) 
y= 500 — 10%2* 15 

500 — 10%1x* 15 =p 
10012 +15 = 500 + y 
100e+ 15 — 500 —y 

0O,lx + 1,5 =log(500 —y) 
0,lx=-1,5 + log(500 —y) 
x=-15+ 10 log(500—y) 
y=20 +5" 1002706 

20 +5: 100206 =y 

5- 100206 — 20 
10022-0,6 = 0,2 —4 

0,2x — 0,6 = log(0,2y — 4) 
0,2x =0,6 + log(0,2y — 4) 
x=3+5-log(0,2y —4) 


e7+4=12 
ger=5 
2x =log(5) 
x=" “log(5) 

£ 3521260 
52 +l= 20 
2x-+ 1 =Slog(20) 
2x =Slog(20) —1 
x=} Slog(20) 
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Da N50 2%! b K=60 +40: 102708 € A=500—50: 1,755 - 25 


50: 24- le N 60 +40: 102708 K 50+ 1,757 -25= 500 —A 

el dN 40 « 102F-08= K— 60 L,75P -25= 10 — 0,024 

4-1 = 2og(dN) 102°-08 =0,025K — 1,5 B 2,5 =\Slog(10 — 0,024) 
50 2F — 0,8 =log(0,025K — 1,5) B=2,5 + log(10 — 0,024) 


At= 1 + Pog(d;N) 2F=0,8 + log(0,025K — 1,5) 
t=h+b Hog(dN) F=0,4+0,5-log(0,025K — 1,5) 


Diagnostische toets 


Bladzijde 46 


1 
cn 6 — 
@ 2 32°) =Pat 2 Nn 


2.at.pt=l. 
bibens 


1 3 
-3(2ab)2=-3 == 
€ 34) Cab? Sa aat 
3 
© 2-1) 
Dusy=jx. 
by=12:2ATS=12 S= 12-23) Heder 
Dus y=; 8 


e y=102%"3= 10%: 103 (10% 103= 1000 - 0,01 
Dus y= 1000 - 0,01. 
Oa 4-3 Vx+4- IS 3 IB +4 YI25- Yr 3- 245 e= 6e JX +20 e= 26 Ir 
Dus A= 26" 3x. 
b B= Ya + Ya 3 a+ V2- Ya (Y3+ 32): Ya =2,39- Sa 
Dus B=2,39- Ya. 


bold Edet er 


Ee: 
ext =d 


6 6 
© a ITAR Pd 


Dus y=óx%. 
b y=3X2 S= F2 ot = 3x 
Dus y= 3x®%. 
y=3V25X + 6x =3" N25" VS + 6xet = 35th + Ord = 1Sxhi + Oxlt = 2120 
Dus y =21x\, 


e 
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Par-420 


x24 


Dus domein [4, —), beginpunt (4, 1) en bereik [1, >). 


bx+220 
*22 


Dus domein [-2, —), beginpunt (-2, -4) en bereik (— 


ex-320 
x23 


Dus domein (3, —), beginpunt (3, 5) en bereik (&, 5). 


O2 s-2xz0 
2-5 
x<2 


Dus D,=(&, 24] en beginpunt (25,-1). 


Voer in y, =V5 — 2-1. 
x | -4 3 | 2 -1 


-4). 


1 
2 


sofzel2sl 2 [16 


B‚=[-1, >) 


b Voer in y,=3. 
Intersect geeft x je 
fx) <3geeft-5} <x <2} 

e f(-2)=2 
Voorx>=-2is-1 Sf) <2. 


O2 2-7 
kwadrateren geeft 
4x? =2- Tx 
4x? +Ix-2=0 
D=72-4:4:-2=81 

al hast} -7+9 
=2vx= 


= 
x=-2geeft-4 = [16 voldoet niet 
x=} geeft} = A voldoet 


x= 


=xyx=-27 

kwadrateren geeft 

x=729 

x= 9 voldoet, want 28 — 9/8 =1 
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e M-vx=6 
2x-6= vx 
kwadrateren geeft 
(@-6?= 
4? — 4x +36 =x 
4x? — 25x +36 =0 
D=(-25)°—4:-4-36=49 


257 25+7 
zE =H vx= f =4 
x= 2} geeft 4} — |24 =6 voldoet niet 


x=4geeft8 — 4 =6 voldoet 
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(10) a y=4-25-x 
25-x=4-y 


kwadrateren geeft 

45 —x)= (4-9) 

20 —4x=16-8y +? 
-Ax=yt 8-4 
veh +2p +1 


Bladzijde 47 
@a yr 
| translatie (3, 2) 
f)=4732 
De asymptoot is de lijn y=2. 
bips" 
J verm. x-as, 0,6 
y=0,6-3* 
{ translatie (0, -2) 
g(x) =0,6:3"—2 
De asymptoot is de lijn y=-2. 


b p/a+5=\p 
pva=vp-5 
abt 


kwadrateren geeft 


(5) 


zeide 


e y= 
| verm. x-as, 5 
y= 
| verm. y-as, 2 
y= 5- 20,5x 
{ translatie (0, 3) 
h(x) =5" 20543 
De asymptoot is de lijn y= 3. 


@® a Het bereik is (&-, 800) en de asymptoot is de lijn y= 800. 
b Het bereik is (3, —) en de asymptoot is de lijn y =3. 


= 600. 


e Het bereik is (&, 600) en de asymptoot is de lij 
® ars 
| translatie (2, -3) 
fy=323 
y=)" 
| verm. x-as, 4 
vee) 
{ translatie (0, -6) 
g+ ("6 


% zl 0 1 2 3 4 


fo) [-2,96 |-29|27| 2 | 0 | 6 


3) 6 DAT | A6 | 59 PIE 


e Intersect geeft x = 0,22. 
fx) = g(x) geeftx > 0,22 

d_B‚=(-3, >), dus de vergelijking f(x) =p 
heeft geen oplossingen voor p <-3. 


26 Hoofdstuk 5 


2 


—5 


smekend ensen Eej 
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@®a 5 '=125 b 32 e 2-41 3=61 
Sx-l=53 3 x 2-4 164 
x-1=3 2-5 4pe-1=32 
x=4 2x (29! =25 

x= 2-25 
4x-2=5 
4x=7 
x= 1ä 

® a ?log(256) = “log(2°) =8 

b Slog(3V3) = Plog(3!- 35) = og(3:) = Ik 
e slog) = Slog(52) =-2 

® a “log(2x- 3-2 b :log(x—3)=-4 € 5+3-2log(x)=20 
2x-3=42 3) 3- log) =15 
2x-3=16 li 2 Hog) =S 
2x=19 x-3=(21)* x=25 
x=9 x-3=2% x=32 

x-3=16 

x=19 

® a y= oe) y=log() 

| translatie (-5, 0) | verm. y-as, } 
fe) =*logx +5) y= log(2x) 
| translatie (0, -4) 
g(x) =tlog(2x) —4 
b 


eer 
zi 
Olen 


y= Fog) 


y= Flog() 


De 
D, 


C5, >) 
(0, >) 


Wu 
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@® a 7:-*-20 b 6:2+5=23 
x—3= ?log(20) 6-2*=18 
x=3 + 7log(20) 2-3 
x= ?log(3) 
® a K-60+10-2%*! b W=40-2: 10775 


60+10-2*1=K 40-2:101-i=W 


10 -22+l=K-—60 10 =W-40 
PetteK-6 109-5=-W +20 

2a +1 =?log(l;K—6) q-b=log(-4W +20) 
2a=-1 + Hog(ijK — 6) q=b+log(-4W +20) 


oJ} oel 6) 
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e 10-()*'=600 
GE '=c0 
2x — 1 = Hog(60) 

k 


2x= 1 + 2log(60) 
x=} +5: Îog(60) 
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6 De afgeleide functie 


Voorkennis Differentiëren en machtsfuncties 


Bladzijde 51 
A se 
@ 2 De gemiddelde verandering op [-1, 3] is re =nek 
X 


3-1 
Ap == 
b Het differentiequotiënt op [1, 4] is ai TEE 
X 
Ap JH _l2 


ce De helling van de lijn k is 7 = eu 5-0 


d y 


helling 


O a Voering, = + 6xt5. 


kiy=ax+bmeta= Ee in | 
X Ie=3 
y=-Ix+b } E 
ER -3:3+b=5 
{G)=5,dus AGI f_o ip 5 
b=l4 


Dusk:y=-3x + 14, 


KI 
b ryz bmeta [#2] =-6enb=5. 
X Ir=0 


Dusl:y=-6x +5. 


® a fol 3 + 6x 1 geeft f'(x) = 24° — 6x +6 
b g(x) =(Sx?— 2? =25x* — 20x? +4 geeft g'(x) = 100x® — 40x 
€ h(p)=-ip + ip? —8 geeft h'(p) =p? + ip 
d k(g)= 10 —5q? + 9q? — a* geeft k'(q) =-10g + 274? 
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Bladzijde 54 


©: y=? e y=-0,2* 
A translatie (2,-3) JL translatie (-24,2) 
fsd hd) =-0,2(x +24)" +2 
y y 
(25,2) 


x 
(2-3) 

De top is (2, -3). De top is (-25,2). 

b y= d y=-0,3x° 
L translatie (-3, 1) J translatie (4, -3) 
2) = +3 + 1 kx) =-0,3(x — 4) —3 
Á y 
(4-3) 
k 
Het punt van symmetrie is (-3, 1). Het punt van symmetrie is (4, -3). 


® a fok 
„ translatie (6, 3) 
v=la-6+3 
verm. y-as, Ì 
8) = ix 6 +3 


b fl) =dx5 
verm. y-as, ï 
y=i(4) 
translatie (6, 3) 

H(4x — 65 +3 ofwel h(x) =5(4x —24)° +3 
@ 2 /w-0x' 
translatie (-11, 0) 
y=0,204+ 11) 
verm. y-as, 5 

g(x) =0,2(3x + 11)* 
b A(2; 3,2) 
translatie (-11, 0) 

C9; 3,2) 

J verm. y-as, 5 

B3; 3,2) 

€ Voer in p, =0,2x* en y; =0,23x + 11)*. 


h(x) 


d d 
De optie dy/dx geeft [2] =6,4 en [2] =19,2. 
de Jeez de Ies 
Dus de helling van de grafiek van fin A is 6,4 en de helling van de grafiek van g in B is 19,2. 
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6.1 Raaklijnen en toppen 


Bladzijde 55 
O a =P + 2e 4 geeft f'(x) = 3x? 2x +2 
fW=3:12-21+2=3-2+2=3 
AU)=12- 12421-41242 
b Ze heeft f(1) nodig, y‚=f(1) =-2. 
ce Ze heeft f(1) nodig, re, =f'(1) =3. 


Bladzijde 56 
O a fox Ar geeft f'(x) 3x 4 
Stel k: y=ax+b. 
a=f(1)=3- 12-41 


y=-x+b Fontes 
fl) =-3, dus A(1,-3) b=2 
Dusk:y=-x-2. 
b f(x) =0 geeft x? — 4x =0 
xl? —4)=0 


x=0vx=4 
xz=0Ova=2va=-2 
Dus B(2, 0). 
Stel l:y=ax + b. 
a=f(2)=3"2-4=8 
ln pe-2+5=0 
5 16+b=0 
b=-16 
Dus /:y= 8x — 16. 


® 2 fi? +2 geeft f'(x) = IJ? — 4x 

Stel k:y=ax +b. 

a=f(4)=1} 42-448 

dm persona 
FA)=2, dus A42) f 3 op 2 

b=-30 

Dus k:y = 8x — 30. 

b Stell:y=ax tb. 

a=fCD= IEC? -4--1=5j 


y=Six+b 
ACD =H dus BC 1,5) 


Dus Ly=Six+5. 


O2 fo) xx 1 geeft f'(x) = Ix? 2x 1 
Stel k:y=ax + b. 
a=f(2)=3-2-2:2-1=7 


Zan pats 

ä 14+b=1 
b=-13 

Dusk: y=7x— 13. 
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b Stel/:y=ax+b. 
a=f(O)=-1 


y=-xtb |. den 
B(0,-1) Fe xl 


® 2 6-0 
Zal S= 0 
=O vx3=0 
x=0vx=3 
Dus 4(3, 0). 
b g(x) = 2x? — 6x geeft g'(x) = 4x —6 
Stel k:y =ax +b. 
a=g'(3)=4-3-6=6 


er ent 
6-3+b=0 
460 Jig+s=0 

b=-18 
Dus k:y= 6x 18. 


© 2 D= Dd? 5x +4 geeft h'(x) = 2x 5 
Stel k:y=ax + b. 
a=h(6)=2"6-5=7 


y=It+b en 
h(6) = 10, dus A(6, 10) } Oe en 
b=-32 
Dus k:y =7x— 32. 
b Stell:y=ax+b. 
a=h'(0)=-5 


Zo Peresserd 


e h(x) =0 geeft (x — 1)(x —4) =0 
x=lvx=4 
Stel de raaklijn in (1, 0) is m:y =ax + b. 
a=h(1j=2:1- 53 


Pd Keen: 
k b=3 

Dus m:y =-3x +3. 

Stel de raaklijn in (4, 0) is n:y =ax + b. 
a=h'(4)=2:4-5=3 


Wor }aresoeo 
î b=-12 


Dus n:y = 3x — 12 


Bladzijde 57 
(7) A(6, -4) op de grafiek van f geeft f(6) =-4 
a:6°-4:6+2=-4 
36a-24+2=-4 
36a= 18 
en} 
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Dus f(x) =Jx? — 4x +2 en dit geeft f'(x) =x — 4. 


Stel k:y =px+g. 
p=f(6)=6-4=2 
ze 6+g= 
sl ORE 
A60 Yip ge-4 


q=-16 
Dus k:y =2x— 16. 


4 


O a nw) + 5x 4 geeft h'(x) =-2x+5 
b -2x/+5=2 


x= 15 ” 
vin hl) =P +51 am 


Bladzijde 58 
O a fo) +23 geeft f'(x) =-2x +2 
TC gaklijn = 4, dus f'(x) =4 
Zar +2=4 
-2x=2 
1 


x4= 71 geeft y, =f(-1) =0, dus A1, 0). 
b renakijn = TC = "6, dus f'(x) =-6 
-at2=-6 
== 
x=4 


xp =4 geeft yp =-5, dus B(4, -5). 


® fm) ie? Ir 2 geeft f'(x) = 1jx2 3 
TC rmaidijn = 3, dus Ijx? 33 


x= 
£Q)=-4 en f2) 
Dus de punten zijn (2, -4) en (-2, 0). 


@ a fo) J +22 +1 geeft f'(x) = xt + 2x 
Stel L:y=ax + b. 
a=f(3)=-3°+2:3=-3 
y=-3x+b e: 

-3:3+b=l 
EN pe 
b=10 
Dus Ly =-3x + 10. 
b rc, =re,=-3, dus f'(x) =-3 


+ De-3)=0 
a=lyvg3 
xp = 1 geeft vp =f-1)= 2 


Ad Erde 
1 2t 5 
BL) 324 


Dus my =-3x-Â. 
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2E med —2x +5 geeft f'(x) =x? 2x 2 


D 


FCraaktijn = 1, dus fx) =1 
x-A-2=l 
x--3=0 
+ 1-3) =0 
ml Vvi=3 


Raaklijn £ in het punt met x-coördinaat —1. 
re,=1,dusk:y=xtb | _ zl 
JEDE SB dus 1) (NAS 

eg 
Dusk:y=x+ 6. 


Raaklijn / in het punt met x-coördinaat 3. 
re,= 1, dusl:y=x+b en 
SOD -ldusan f3TL 
Dus ly=x—4. 
Onderzoek of de vergelijking f'(x) =-4 oplossingen heeft. 
f')=-4 geeft? 2x 2=-4 
x-d+2=0 
D=(-2P 41:24 84 
D <0, dus de vergelijking f'(x) =-4 heeft geen oplossingen en dus heeft de grafiek van f 
geen raaklijn met richtingscoëfficiënt -4. 


fl) =ax? + bx +e meta #0 geeft f'(x) = 2ax +b 
De vergelijking 2ax + b= 1 heeft voor elke a # 0 precies één oplossing. 
Dus er is voor elke a, ben c, dus voor elke parabool, een raaklijn met richtingscoëfficiënt 1. 


II Deze bewering is niet waar, want bijvoorbeeld f(x) =-x® geeft f'(x) =-3x?. 


f'(x) =1 geeft 3x? = 
x2 


3 
geen oplossingen 


Dus niet elke grafiek van een derdegraadsfunctie heeft twee raaklijnen met richtingscoëfficiënt 1. 


@ Jo 


=Ö- Bx? — 6x +3 geeft f'(x) = IX? Ix- 6 
remain =O, dus fe) =0 
3x? Ir 6=0 
rd 


+ De 2)=0 

=-lvx=2 
x= 1 geeft y, =f(-1) = 64, dus A(-1, 61). 
xp =2 geeft pp =f(2) =-7, dus B(2,-7). 


b De formule van de raaklijn in A is y= 64. 


De formule van de raaklijn in B is y=-7. 


Bladzijde 60 
Ba fa) =de +3? + 10x + 5 geeft f'(x) =x° +7x+ 10 


f'(x) =0 geeft x? + 7x + 10=0 
+ +5)=0 
x= Avx=s 

y 


max. is f(-5) =} en min. is f(-2) =-32 
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b ge) =p? — Ja? + 3x +3 geeft g'(x) = Aa? xt 33 
2) =0 geeft Ja? Jax +3 =0 
Mitx-15=0 
D=12-4:2--15= 121, dus (D= 11 
Aan 1 


min. is g(-3) =-43 en max. is g(25) = 8%. 


® a fw) 2? — 3x + 10 geeft f'(x) — 6x? — 6x — 36 
fw) =0 geeft 6x? — 6x — 36 =O 


x-x-6=0 
(x+2(x 3) =0 
XZVK 


Zie de schets in het leerboek. 
max. is 2) = 54 en min. is (3) =-71. 
b De lijn y= 25 snijdt de grafiek van fin drie punten, dus de vergelijking f(x) = 25 heeft drie 


oplossingen. 
De lijn y= 75 snijdt de grafiek van fin één punt, dus de vergelijking f(x) = 75 heeft één 
oplossing. 

e De lijnen y =p snijden voor -71 <p < 54 de grafiek van fin drie punten, zie de schets 
hieronder. 


(8,71) 


d De lijnen y= p met p <-71 of p > 54 snijden de grafiek van f één keer, dus de vergelijking flx) =p 
heeft één oplossing voor p <-71 vp > 54. 
e Datzijnp =-7lenp=54. 


@ a fy = xt —I2 + 2x + 10 geeft f'(x) =-Ix? — 6x +24 
f'@)=0 geeft -3x° — 6x +24 =0 
x+2x-8=0 
(xx +4)=0 
x=2vx=4 
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35 


(-4,-70) 


min. is f(-4) =-70 en max. is f(2) = 38. 

b De vergelijking f(x) =-50 heeft drie oplossingen, want de lijn y =-50 snijdt de grafiek van f drie keer. 
De vergelijking f(x) = 50 heeft één oplossing, want de lijn y = 50 snijdt de grafiek van f'één keer. 

ec De vergelijking f(x) =p heeft drie oplossingen voor -70 <p < 38. 

d De vergelijking fx) =p heeft één oplossing voor p <-70 v p > 38. 


® a fw) =ixt — 22 — 36x? + 300 geeft f'(x) = 3x? — 6x? — Tx 

f'ox) =0 geeft 3x® — 6x? — 2x =0 
Ir? — 2x — 24) 
xx + 4x —6)=0 
x=0Ovx=-4vx=6 

Zie de schets in het leerboek. 

min. is {-4) = 44, max. is (0) = 300 en min. is fl6) =-456. 

b precies vier oplossingen voor 44 <p < 300 

precies drie oplossingen voor p = 44 v p = 300 

precies twee oplossingen voor -456 <p < 44 v p > 300 

precies één oplossing voor p =-456 

geen oplossingen voor p <-456 


@ a fm) it a? Ar +3 geeft fx) =x° 2x 4 
b fQ)=23-2-2-4-8-4-4=0 
e Uit de schets blijkt dat er een laagste punt is met een horizontale raaklijn en omdat f(2) =0 is 
er dus een extreme waarde voor x = 2, 


Bladzijde 61 
@D a fa) 2x°— 6x geeft f'(x) = 10x* — 18x2 
Stel Ly =ax + b. 
a=fQ)=10:2*—18-22=88 
y=88x+b } D 
ke 88-2+b=16 
A) = 16, dus B2 16) Í (76 4 p= 16 


-160 
Dus /:y = 88x — 160. 
b #(0)=10-0*—18-02=0 
P 


In de schets is te zien dat de grafiek geen top heeft voor x= 0. 
Dus f heeft geen extreme waarde voor x = 0. 
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@D fo) irt + Fat — IE? — Ir geeft fx) =P +2 Fx 3 
FWD =D + (N32 33 3= 33 +3 33-30 


y 


f'(V3) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek van feen top heeft voor x= 3. 
Dus f heeft een extreme waarde voor x = 3. 


Bladzijde 62 
@ a fl) 12? +8? — Ie — 2 geeft f'(x) = 36x2 + 16x — 3 
Stel k:y =ax +b. 
a=fC1)=36: (CI? +16--1-3=36-16-3=17 
Aa Farrsoea 
SCI) =-3, dus ALD 7 p-3 
b=14 


Dus k:y =17x + 14. 
b Stell:y=ax+b. 
a=f(O)=36-02+16-0-3=-3 
Ly=-3Xx+b 
f(O) =-2,dusb=-2 
Dus y= -3x — 2, 
e f'(-3)=36- (A) +16-4-3=36-} 8-39 832 


f'G4) is niet gelijk aan 0, dus de functie heeft geen extreme waarde voor x=. 


@® a fx) =0 geeft + IC? —4)=0 
x+tl=0vx-4=0 
xt=-lvxi=4 
geenopl. vx=2vx=-2 
A2, 0) en B(2, 0) 
JO)= + DOP) — 2 — 4 geeft f'(x) = Ax? — Ox 


Stel raaklijn in A is k:y = ax + b. 
a=fC2)=4-(2P-6-2=4--B+12=-20 


herte aoe beo 
ACD) 40+5=0 
b=-40 


Dus k:y =-20x — 40. 


Stel raaklijn in B is /: y= ax + b. 
a=f(2)=4-23-6:2=4:8-12=20 


Bret an-a+p=0 
50,0) 40+5=0 
b=-40 


Dus /:y = 20x — 40. 
b f(1)=4-1°-6:1=4-6=-2 
f'(I) is niet gelijk aan 0, dus fheeft geen extreme waarde voor x= 1. 
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2 


Da fm= (ta) S= (12) 24 165 =Ixt —4} + 11 geeft 


f@D=6 5 — 1 = IJS — 122 
Stel k:y =ax + b. 
afDelf:1- 12 If 12 =-10p 


y=-10lx+b His at 
fa) = 7 aus aa, f 1210 % 


-105 +5=7 
b=17 
Dus k:y =-10lx + 175. 
b Stel raaklijn /:y =ax + b. 
a=f(0y=1}-05—12-0?=0-0=0 
f(O) = 11, dusb=11 


Dus y= 11, 

e f')=0 geeft 1jx° — 12x2=0 
3x° — 4x? =0 
3x —8)=0 
x=0vxi=8 


x=0vx=2 
In de figuur in het leerboek is te zien dat de grafiek een top heeft voor x= 2. 
f(2)=-5, dus de top is (2, -5). 


6.2 De afgeleide van machtsfuncties 


Bladzijde 64 
ï 1 5 
aT=x? 5 sxt 
© x El rd 


5 1 d 2 
b Voer np Deer he 


Ve CY Ie 
Conclusie: Fleur heeft gelijk, je mag de regel [x”] = nx"! ook gebruiken als n =-2. 
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Bladzijde 65 
5 EREN 
[27E hk 1 bede 


== =d EE: 
b g(x) zE x° geeft glx) =-3- dar Ee) 


10 
c wien has: 5x? geeft h'(x) = 10x + 10x% = l0rt 5 


5 15 
Ser St geeft fj =1+15xt= lt 
X Xx 
3 28 
nen elit geeft ga) =P Otte 
2 +2 1 En 
EK Zr! geeft h'(x) =O? De 
ERE 
zz MT geeft f'(x) = 5x? +5x 
a 1 
5 an a 6—x+a! geeft g(x) =1 — 
5 De 5 
e hx) Dg Arti geeft hx jan pe) Re 
4 1 È 
Ze bijdr 
Oa g geefs? 1-49 jer geeft ie 3x 4) 
x2=36 S= 12 
x=6vx=6 
x-3_2 
ZE —3)= 6 
b En 7 geet 7 3)=2x as Seil 
Tx 21 =2x Fa 
Sx=21 Li 
kad E Fa 7 
5 
ei Teef 12 
Xx 
xi=4 
x=2Vvx=-2 
Bladzijde 66 


3x+3 
® a fo) =0 geeft =O 


Dus A(-1, 0). 
3xt+3 Ik 3 
f@D)= E Tet geeft fl) =O rte 
Stellsesaetd: 
SE 
afde? 


y=-3xt+b 
AC1,0) 


-3--1+b=0 
3+b=0 
b=-3 
Dusk:y=-3x— 3. 


b rc, =À, dus fx) =- 


raaklijn — 


F2) =4} en f(-2)= 1}, dus de raakpunten zijn (2,44) en (-2, 14). 
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Bladzijde 67 


244 4 P: 
© 2 f- 5 perta geeft fo) 1-Artel 
Stel k:y =ax + b. 
4 
afO=l-geledsd 
y=ixtb ER it 
Joska vr 5 
stb 
b=8=28 


Dus k:y=êx +23. 
b rorakijn = "3 geeft f'(x) =-3 


Á1) =S en fl-1) =-5, dus de raakpunten zijn (1, 5) en (-1,-5). 


4 

lx) = fl-—== 

4 e fx) =0 gee Z 0 
4 
x2 


1= 


x=4 


max. is fl-2) =-4 en min. is fl2) =4. 
i 4 
d f'o)=2 geeft 1-72 


Omdat x° niet negatief kan zijn, heeft de vergelijking x? =-4 geen oplossingen. 
Dus er is geen raaklijn met richtingscoëfficiënt 2. 
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® a fo) = Vr= zi geeft fj =bert= 
: 1 
b kre 


Conclusie: Fleur heeft gelijk, je mag de regel [x”]'= n * x”” ! ook gebruiken als n= 


madalde Es 
1 3 3 
== Bed =e 
NT TER ed 
1 
ee da 


ji | 1 ü 
= + T= + 
Wx 2x 2e 2e 


2 “8 
ri = xt — 2x} geeft 
5 


1 zn 1 # 3 
TE Zl We rr 
dk) = 2e 3) Vr Itt — 2 = xt — Zr? geeft 

h'(x) = 3E — x= Ht — Or = 3? — Ox 


hdi teh 
& 


b g)=x rrd = x5 geeft g(x) = 1x =: 


ú 
c MR 
d ket MEt =d geeft k'(x) = HxB — Etat lr? 


t geeft!) =hetie e= 


® a fr xr? geeft f'(x) = rik = Dx xt = 2x: Jr 
b sitte editen Mt teert + 1 + at geeft 
1 
2e il + Ode + ie Hr Lea + 
s- ze Zavx zE 
4x? +1 4 1 4x? | 4x? 1 


= = = 5 1} 
c h(x) KE 2E, Pe gr zE + 4e +x) geeft 
zi pt: ME: 
8 S Ean 
ie TE WA Ok EE 
d k(x) Een — Art geeft 
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©® 2 /m- 
f'0) = IX? — It = 3? — Ie 


(ava) =P Orr +9 Gr +9 xk +9 geeft 


= 2x 1 L 
= = =it 3424 
b 2%) Ek 2e 2x kt — 3x? geeft 
1 15 15 
10) = JP + TX + D= =t 
8) d et Med xteVx 2e 
e h)=(r-)P= (ei) 2d + (ol) at — 2x + ad geeft 
: : 2 
hx) = 2x Bx irt Vets 2-22} fn E 
"vx 
+4 4 
d tga geeft 
ï 1 1 
koj= lid ekke ik YE -ek E-l (P- 
xii xx xe 
Bladzijde 69 
= wi 
D fap geeft fbd TE 
Stel k:y =ax + b. 
Dusk: y= lx +55. 
Stel £: y=ax + b. 
geek 
a=f(8) 3E 32 3 
y= datb 
18) = vases} 8rh=4 
8rb=4 
bei 
Dus Ly=dx+ 15. 
Snijden van k en / geeft 1jx +35 =jx + IH 
Axthext4 
15 
] 


Dus C(14, 1Ì). 


® a fm) xr I=) — Fr geeft f'(x) = xt —3= Ik 3 
f'G)=0 geeft Ilx-3=0 


f(4) A4 3-44 
min. is f(4) =-4, 


b Stel k:y=ax. 
a=f(0)=1}V0-3=-3 
Dus k:y=-3x. 
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€ re, = 3 geeft f'(x) =3 
—3=3 
x=6 


Kn 
=16 


f(16)=16, ‚dn40510} 


4 


3-16+b=16 
48+b=16 
=-32 


Ly=3x+b 


Dus l:y= 3x — 32. 
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Br 


Oa Ok 


a=f1)=% 


y=ljx+b es = 
fú)=3,dusag,3jf 21463 


Dus k:y= Ijx + 15. 


b f'(x) =0 geeft xx — ak =0 


Hal 


Dus p=?. 


@® a sd =10rt= 104: geeft s(t)= 1} 1042 =15VL 


(8) = 158 = 15-22 = 302 
Dus de snelheid na 8 seconden is 30V2 m/s. 
_ 108000 


b 108 km/uur= 3600 =30 m/s 
s(t)=30 geeft 15/t= 30 
vt=2 
1=4 


Dus na 4 seconden is de snelheid 108 km/uur. 
e s(9)=10:9: Y9=90-3=270 en (9) =15- VO =15-3=45 
Dus in de eerste 9 seconden legt de trein 270 meter af en in de volgende 51 seconden 
51:45 = 2295 meter. 
Dus in de eerste minuut legt de trein 270 + 2295 = 2565 meter af. 


6.3 De afgeleide van samengestelde functies 


Bladzijde 71 
@ a fo)-0,05x 
„ translatie (16, 0) 
y=0,05(x— 16)? 
\ verm. y-as, 5 
ht) =0,05(4x — 16)? 
b A(4;-3,2) 
„| translatie (16, 0) 
(12; -3,2) 
J verm. y-as, 
B(3;-3,2) 
c Bijvoorbeeld 
P(1; 0,05) 
„ translatie (16, 0) 
(17; 0,05) 
J verm. vas, À 


0(45;0,05) 


f'1)=0,15 en h'(41) =0,6 
Dus helling in Q = 4" helling in P. 
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Bladzijde 72 
O a fw) = (4x +3 geeft f'(x) =4-3-(Ax +3 = 12(dx + 3) 
b g(x) =(Sx—2)° geeft g'(x) =5--3-(Sx-2)*=-15(Sx—2)* 


€ he) =6(ix—4)° geeft h'(x) =} 5-6: (lr 4)" =15(hx 4) 
d kle) =-3(lx +5) “ geeft h(x) =h-4 3E +5) =d +5) 


Bladzijde 73 
® a fo)? (ir 2) geeft fo) = bxh 3 (fx 2)P Or (dx 2) 
5 _ ‚ 4 60 
b BO Grijp Or Di geeft) =345 Or D= 


€ hx) =(&x — 3) — (2x — 5) geeft 
HO) = 44 (dx 3-23 (Ur — 5) = 16(4x — 3) — 6(2x — 5)? 


dk) =Sx— = 5x 4x +2) geeft h(x) =5 3-34 (3x +2) =S id 


Gr +2) 


(Bx +2)? 


OD a fo) (er 3) — e+ 10 geeft f')=h-3 (Ar 3) ID 1de 3) 1 
bf) =0 geeft 1 (ix 3) — 1} =0 
iede 
(3) =1 
Jx-3=lvjx3=rl 
e f'x)=Ogeeftir-3=lvix3=el 
x-6=2vx-6=-2 
x=8vx=4 


Zie de schets in het leerboek. 
max. is fl4) =3 en min. is f(8) =-1. 


@ a f(x rt 2 geeft fh (he Le (pe 1 
f'(x) =0 geeft (Jx- 1) 


min. is (8) =-S, dus B, =[-5, >). 
b f'@)=re,=1e;=-2 

(Bei) — 1=2 

(lx 1)? =-1 

Jx-l=-l 

ix=0 

% 

ky=-2x+tb 

f(0) =3,dusb=3 


Pere-2ers 
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e f@O=(h-4-1) —4r2=2 


Voer in p= (lx —I)  —x +2 en yy =-2. 
Intersect geeft x =4 en x= 10,35, dus A(4, -2) en B(10,35; -2). 
AB= 10,35 —4= 6,35 


© a fB =H2-3- +212 


20) =4(3-3— 10+ 2E =d 1 22 
Dus 4 ligt zowel op de grafiek van fals op die van g. 
b fw) =k(2x— 5) +2 geeft f'(x) =2-3-}-(2x— S= (2x — 5) 
f'G=B2:3-5P= 1} 
20) =-H(3x — 10)* +2 geeft g'(x) = 3-45 (3x — 10)? =-3(3x — 10)? 
2(3)=-3-(3-3- 10} =3 
f'G) # 2'(3) dus de raaklijnen in A zijn niet evenwijdig. De grafieken raken elkaar dus niet. 
€ TCrakijn = 135, dus f'(x) = 134 geeft 1}(2x — 5)? = 135 
(Ax 5)2=9 
-5-3v2 5-3 
M= V2=2 
x=4vx=l 


{4 =8 en /(1)=-4 
Dus de punten zijn (4,83) en (1,-43). 


D fe) =(ax 2) + Fax geeft f'(x) =a-4-(ax 2)? +ja =4alax — 2) +ja 

Een extreme waarde voor x= 3, dus f'(3) =0. 

Dit geeft 4a(a-3 — 2)? +Ja=0 
4a(3a — 2 +la=0 
j°GGa =2?+1)=0 
za=0v8(3a-2+1=0 
a=0 v 8(3a 2 =-1 
a=0 v (3a— 2) 
a=0v3a-2=} 
a=0v3a= 1} 
a=0va=} 


8 


a=0 geeft f(x) =(-2)* +0 = 16 en deze functie heeft geen extreme waarde voor x= 3. 
a=} geeft f(x) = (hr 2) + 
y 


o 


f heeft een extreme waarde voor a=}. 
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Bladzijde 74 


® a Voer in y= 3x +1. 


3 pÀ 


1 3: 
b Define) TET EN z4 


3 


1 
Dus g'(5) = 3 klopt met g'(x) =3- Neal als afgeleide van g(x) = 3x + 1. 


1 2 
® a Jaja [OA es 


1 
= f 1)=3 +2 Bd 
b g(x) =3x+ V2x +1 geeft g(x) =3 +2 WET Sit Der 
1 Ì 


b e h(x) = lx + 3x geeft h'(x) = EN Ti EE 


d kx) = 3x? — [2 — Sx geeft k'(x) = 6x —-5 


ENA 2-5 
® a fax 5) geeft f'x)= 2 (2x ST =H SJ 
b ge) =H? — (3x): geeft glx) ox 3 (At rx (3) 
ehs) = (2x + IJN geeft h'(x) =2: 1E (2x + 1) = 2x + 1) 
dk) = (3x ING 1= (Bx IJ geeft kx) 3-18 (Fr— It 4x 1 


Bladzijde 75 
@D a Ix+4-0geeft3x=-4 


fa) hr} +403 
Het beginpunt is A (- 1, 31). 
b_#(0)=4— /4=2 dus B(0, 2). 
1 3 
=i — els 
fa) =ix +4 VIx +4 geeft f'(x) =j 3 Ne Ned 
Door B(O, 2), dus stel k:y = ax + 2. 


3 
a=f(O=}— mati duskiy= ix +2. 
3 =0 


c LOOPT 
Ek] 


ve 
D 
95 

x 

a 
FS 


x 
ij 
rs 


f£(3) = 1È, dus C(18, 1). 
d B(O, 2), C(1â, 18) en f(7)= 2}, dus D‚= [0, 7] geeft B,=[1é, 23. 
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@ a 4x+1220 
4x 2-12 
x23 
fC3)= 1}, dus het beginpunt is (-3, 11). 


Voer in y, = Väx + 12 — dx. 


SEEDEN 


sos) 3 [aaa fsasf ss] 6 


wie 


2 
b = 4 +12} ft 4: fa 
galm ie wget N= 2Wax+12 ? Ax + 12 


Stelk:y= ank 

2 
fi =i zet: 
PO Tern VE * 


y=dx+b Hä 

(6) =3, dus A(6,3) È 
b=4 

Dusky= ix +4. 


1, = 2 a 
ef’) O geeft mz 


max. is f(1) =34. 

d f(x) =3 geeft /Ax + 12 a =3 
VET =de 3 
kwadrateren geeft 
Axtl2=jx +39 
bi-i- = 
x2-4x-12=0 
+2) -6)=0 
x=-2vx=6 
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gese 


252 of 
fx) <3geeft-3Sx<-2vx=6 


@®D a 6x-820 

6x28 
zei 
f(E) =3-4+4— VO = 1 +4=5, dus beginpunt (14,5). 
Voer in y, =àx +4 — V6x 8. 

aal ls la ls | w 
sof s |ss [31 | 3 | an | 43 

y 

15,5) 7 
* 


ol 


1 
b f(x) = dx +4 Vox 8 geeft f'(x) =j —6- Neri, 


3 
S'@)=Ogeefti EE" 


Zie de schets bij a. 
min. is (4) =3, dus B‚= [3, >). 
c Stelk:y=ax+b. 


Vn dd ek 
SUD TE SVA SEE 
y=dtb n 
fA2=5,dusaq2, 5) f 8 PTESS 

dist 
be} 


De lijn k:y= 2x +L 7 gaat niet door de oorsprong. 
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df) =3 geeft jx +4 — Vox 8-35 
ixt4-3j= 6x 8 
drie /x-8 


I+2=4lex 8 

kwadrateren geeft 

9x? + 12x +4 = 16(6x—8) 

Ox? + 12x +4 =x— 128 

9x? —B4x + 132=0 

D=(-84)?—4-9-132 =2304,dus VD =48 
_84+48 


1 
ï 
ï 
ï 
1 
1 
Ô 
1 


nijssaie 


T 


o 7% 


fa)> 3} geeft 1} <x <2 van} 
Bladzijde 76 4 
Da AO-(L-6-1) +a=(2- IP +4=1t4=5 
2(6)=V4-6+1=V25=5 
Dus A(6, 5) ligt op beide grafieken. 
b fm (Ar) +4 geeft fo) =d (te) =de) 
1 2 
= + UA == 
2x) = V4x +1 geeft g'(x) =4 DET Val 


fO=4G-6-1= tat 


wies 
86) Werl Vs S 
f'(6) # 2'(6), dus de grafieken van fen g raken elkaar niet. 
€ Stelk:y=ax tb. 
afO=H0 1d 
(0) =5, dus B(O, 5) 
Dusk:y=-ix +5. 
Stel /:y=ax + b. 
ne 
a=8(0) TT 2 
2(0) =1,dus C(O, 1) 
Dusl:y=2x +1. 
ÂxtS=2+1 
-3ix=-4 


Ë= È geeft y= 32, dus S(1t,32). 
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® fart bt VETD gee) ma tar e 


D= Ees 
LOOR Er 0 
1 
tse 
df 2 a) 9 
| 


=0) eel 
ENE 


a=0v Var tb=} 


a 


2vax+b 


a=0 geeft f(x) =b + /b en dit is voor elke b een constante functie dus er is geen extreme waarde 


van fin het geval a =0. 


vlax +b=-} heeft geen oplossingen, dus ook in dit geval heeft f geen extreme waarde. 


6.4 Optimaliseren 


Bladzijde 78 
Da oOR+2+2=18 
OR=14 
De oppervlakte van het terras is 14-2 = 28 m?. 
b OR+5+5=18 
OR=8 
De oppervlakte van het terras is 8-5 = 40 m?. 
ec OR+x+x=18 
OR=18— 2x 
A= RS-OR=x(18— 2x) 
d A= 36 geeft x(18 — 2x) = 36 
18x — 2x°=36 
2x? — 18x+ 36 =0 
x-x+18=0 
(@-3)x-6)=0 
x=3vx=6 
x=3 geeft QR=18—2:3= 12 m, dus 12 bij 3 m. 
x=6 geeft QR=18— 2:6= 6 m, dus 6 bij 6 m. 
A=x(18 — 2x) = 18x — 2x? geeft A= 18 — 4x 
A =0 geeft 18 — 4x =0 
4x= 18 
x=4} 


@ 


o 4,5 il 


x=4,5 geeft OR=18-2:4,5=9 m 


Dus de oppervlakte is het grootst als QR =9 m en RS = 4,5 m. 


Bladzijde 80 
@ a PO=x, dus OR+x+x=40 
OR=40 — 2x 
A= PQ : OR =x(40 — 2x) =40x — 2x? 
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L40-4 
b ae be 
TA geeft 40 Ar =0 
-4x=-40 
x=10 
A 
o 10 à 


A is maximaal voor x= 10, dus bij de afmetingen PQ = 10 m en QR =20 m. 


@ Stel ST=x m, dan is PQ =x + 12 m. T 
lengte hek = 100 m geeft 2PS + PQ + ST= 100 á x an li 
2PS+x+12+x=100 
2PS=88— 2x 
PS=44—x 
A= PQ PS=(x + 12(44 —x) =4äx — 2 +528 — 12x =x? + 32x + 528 E n 
d4 
=d + 32 
dx xt 3, 
SE ogeef-2e+32=0 
-2x=-32 
x=16 
A 
o 16 Nn 


x= 16 geeft A= 784 
Dus de grootst mogelijke oppervlakte is 784 m?. 


@ De inhoud van de goot is maximaal als de oppervlakte van de 
dwarsdoorsnede maximaal is. 


x+PO+x=25 geeft PQ=25 — 2x % jn 
A= PO "x= (25 — 2) x= 25x — 222 

d4 

E=25-4 Pp a 
dx id 


A 
ogen 25-4x=0 
ee -4x=-25 


> 


* 
o 6,25 


x= 6,25 geeft PQ =25 —2:6,25 = 12,5 
Dus de inhoud van de goot is maximaal als de dwarsdoorsnede 12,5 cm bij 6,25 cm is. 
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@® De bodem is PORS. s; a 


Stel PQ =x, dan is 2PS + 2x = 50 

2PS= 50 — 2x 

PS=2ik 
Inhoud /= PQ:PS-5 =M(25 —x):5 =125x — 5x? 
d1 
== 125 - 
Ee 10x 
d/ 
gp Ogen 125 — 10x=0 

ál -10x=-125 
x=12,5 

p Pl en a 
o 12,5 2 


x=12,5 geeft PS= 25 — 12,5 = 12,5 cm 
Het oorspronkelijke stuk karton is 2-5 = 10 cm breder en 10 cm langer en heeft dus de afmetingen 
22,5 cm bij 22,5 cm. 


Bladzijde 81 
@ a Bij x= 6 hoort lengte = 30 — 2x =30 —2:6= 18 cm en breedte = 20 — 2x =20 — 2-6 =8 cm. 
inhoud =18-8-6= 864 cm° 
b lengte =30 — 2x, breedte = 20 — 2x en hoogte =x geeft 
1=(30 — 2x)(20 — 2x) -x = (600 — 100x + 422) « x= 4x — 100x? + 600x. 


d7 
e ——= 12? — 200x + 600 
dx 


d/ 
de O geeft 12x? — 200x + 600 =O 


Voer in y, = 12x? — 200x + 600. 
De optie Zero (of ROOT) geeft x = 3,92. 
ij 


x 
0 3,92 


Dus de inhoud is maximaal als de vierkantjes 3,9 cm bij 3,9 cm zijn. 


® a lengte =50 — 2x, breedte = 30 — 2x en hoogte = x geeft / = (50 — 2x)(30 — 2x) x. 

Omdat 50 — 2x, 30 — 2x en x positief moeten zijn geldt 0 <x < 15. 

b_ Voer in y,= (50 — 2x)(30 — 2x) -x. 
x=7,15 geeft /= 4007,5 
De inhoud is ongeveer 4007,5 cm’. 

ec Voer in y= 3000. 
Intersect geeft x= 2,75 en x= 10. 
x=2,75 geeft lengte = 50 — 2-2,75 = 44,5 en breedte = 30 — 2-2,75 = 24,5. 
De afmetingen zijn dus 44,5 cm bij 24,5 cm bij 2,8 cm. 
x= 10 geeft lengte = 50 — 2: 10 = 30 en breedte =30 — 2: 10 = 10. 
De afmetingen zijn dus 30 cm bij 10 cm bij 10 em. 
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d 1=(50—2x(30 — 2x) « x= (1500 — 160x + 4x2) «x= 4x® — 160x? + 1500x geeft 


Xx 


Xx 


L 
Ee 12x? — 320x + 1500 


SE Ogeeft 122-320: + 1500 =0 


Voer in y; = 1242 — 320x + 1500. 
De optie Zero (of ROOT) geeft x = 6,07. 


1 


o 6,07 i 


Dus de inhoud is maximaal als de vierkantjes 6,1 cm bij 6,1 em zijn. 


@ a 4 xlengte + 4 x breedte + 4 x hoogte = 12 geeft lengte + breedte + hoogte = 3 
4Axtxth=3 
Sx+h=3 
h=3-5x 
b I=4x-x-(3— 5x) =4x(3 — 5x) = 122 — 205 


e dl, 24x — 60x? 


dx 

SE ore 24x — 60x? =0 

he 12x(2 — 5x) =0 
12x=0v2-5x=0 
x=0v-Sx=-2 
x=0vx=0,4 

fj 

0 0,4 ks 


x=0,4 geeft /=0,64enh=3—5:0,4=1 
Dus de maximale inhoud is 0,64 m? en de hoogte is in dat geval 1 m. 


Bladzijde 82 
(67) a 4 xlengte +2 x breedte + 2 x hoogte voor + 2 X hoogte achter = 1200 cm geeft 

4-2x+2x+2h+2(h +20) = 1200 
8x+2x+2h+2h+40=1200 
10x+4h= 1160 
4h=-10x + 1160 
h=-2,5x+290 

b /= oppervlakte zijvlak x 2x, dus 

=l -x == XA 

noe EEGA 20) } 1=22CSx + 580 +20) =-Sx? + 60022 


d7 
e 1=-5x3+600x? geeft -1Sx? + 1200x 
d7 
—_=0 geeft -15x? + 1200x =O 


ax -15x(x —80) =0 
x=0vx=80 
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o En ú 


De inhoud is maximaal als x = 80. 
De hoogte aan de voorkant is in dat geval -2,5 80 + 290 = 90 cm. 


—4+16=12f en A= xp yg=h 12 
—8+16=JenA=xp"yg=1:9=9, 
e p=2geeftyg= 824164 16+16=4enA=xpyg=24=8. 


Bladzijde 83 
@ 2 PO=yp=-ip?+ Ip 
A=}-0Q-PO=}p: Côp?+3p) =ip? + Ip? 
dA 
b =p? +3 
ink ik 
dA 
P c pO geeft ip? +Ip=0 
p 
-ipp —4)=0 
p=0Ovp=4 
A 
o 4 1 


De oppervlakte is maximaal voor p = 4. 
De maximale oppervlakte is 4=-5-4* + 15-42 =8. 


@D PO=yp=I-p? 
groo rDke DP 
gp 
dá 
ap Ogen 4} ip? =0 
=p? =-4 
pi=3 
p=-Bvp=B 
A 
o 5 d 


A is maximaal voor p= 3. _ 
De maximale oppervlakte is 43 - NE 


GBP =ANE-DNS. 
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Bladzijde 84 
Da x+6x=0geeftr=0Ovx=6 
Wegens de symmetrie van de parabool geldt PQ =6 —2:OP=6-—2p. 
PS=ys=P" +óp 
A=PQ:PS=(6-2p)Cp* + 6p) 
b_A=(6— 2)Cp? +6p) =-6p? + 36p + 2p? — 12p? =2p? — 18p? + 36p geeft 


SA opt 36p +36 
dp 


c TO geeft op? 36p +360 
ip 
p-—6p+6=0 
D=(-62-4-1:6=36—24=12, dus [D= 23 
6-23 6+2/3 
Lp PE 
p=3-Bvp=3+3 
Omdat 0 <p <3 is de oplossing p=3 — 3. 
A 


o 3-5 et 


De oppervlakte is maximaal voor p =3— 3. 
@ a P(p‚ 0) en Q(4, 0) geeft PQ = 4 —p. 


PR=yp=p.-Wp+3 
Dus A=} -PQ-PR=(4— pp? —2p +3) =HAp? — Sp +12 —p° + 2p? — Ip) = 


BCP + Op? — lip +12) = Ip + Ip? — Sip +6 


d4 
b Amri vi Sip +6 geeft lpt + pk 
dA 
gr eeeh tbh 0 
3p?-12p+11=0 
D=(-122-4-3-11 =12,dus VD =2V3 
12-2 12+2 
„Rl tn 
6 6 
6-3 6+3 
OE nh E: 


p=1geeft 4=3en p= geeft A =3,19. 


+3 


6 
Dus 4 is maximaal voor p = TE =2,58. 


6+3 
3 
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Diagnostische toets 


Bladzijde 86 
Oa fo ir tIt + Ax + Igeeft f'(x) =-Aa? txd 
Stel k:y=ax+b. 
a=f(D= FP 244 


y=4x+b } 2 
ee 42th 
f0)=9B, ASA) gp ot 


be lk 


Dus k:y=4x + IÎ. 
b re,=re,=4, dus f'(x) =4 


txt4e4 


-tx=0 
Jx(x 2) =0 
x=0Ovx=2 
(0) =1, dus B(O, 1). 
€ Crakijn — 0, dus f'(x) =O 
a txt4=0 


xx 8 
K+ 4)=0 
x=-2vx=4 

fC2)=-33 enf(4) = 145, dus de punten zijn (2,-33) en (4, 141). 


O a fo) +2 geeft f'(x) = 2 — Ox 
f') =0 geeft 3x? — 6x =0 
3x(x-2)=0 
x=0vx=2 


max. is f(O) =2 en min. is f(2) =-2. 
b g(x) =x? — 9x? + 15x +4 geeft g'(x) = Fx? — 18x +15 
2'(x) =0 geeft 3x? — 18x +15 =0 
x-6xt5=0 
@-1(«-5)=0 
z=lvx=s 


max. is g(l) = 11 en min. is g(5) =-21. 
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® 2 fm It +? lx + 2 geeft f'(x) = 2? + 1x 4} 
f'@) =O geeft x? + 1jx 41 =0 


+3 9=0 
D=3-4-2:-9=9+72=81 
349 
4 


max. is /(-3) = 134 en min. is /(15) =- 1. 


b fx) =p heeft drie oplossingen voor lij <p < 134. 


O 2 fo) + At — 452 — 30x +5 geeft f'(x) = 36x? + 122 — NOx — 30 


£(U) =36- (1E) +12 (13) — 90-18-30 121} +27 — 135 — 30 —-16} 


f'(1Ì) # 0, dus f'heeft geen extreme waarde voor x= 1}. 


b PPD =36- GE)" +12: 2E) — 90-25 —30=36-25- 25+ 12-24 —90 


90,/25 +30 — 90,25 —30=0 


y 


fG/25) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x= vz 


Dus fheeft een extreme waarde voor x =,|25. 


@ 2 /w- Saat geeft f'(x) =-12x* = Á 


x% 


ä 9 
b g(x)=4x— ei 4x3 — 3x? geeft g'(x) = 12x? + Art = 1222 + De 


2-3 2 3 - ' 19 
DSE 2 geef HE) = It 

6-— 2 6 2 
d kot Eert geeft ke) = 6x 1 

1 Â wi reid 
e lzeen geeft!) 

Sretl Del 1 
tm rte geeft m)=l ete 
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52 
x 


“le 


@ a /w- vR =2—4x! geeft f'(x) = 4x = 
Stel k:y=ax + b. 

4 
sf 
y=ixtb 
f(B)=1, dus A4, 1) 


Dusk: y= Sax. 
b rermijn = | geeft f(x) =1 

4 
a 
x=4 
BIND 

{Q)=0enf(2)=4 

De raakpunten zijn (2, 0) en (-2, 4). 


1 


O 2 ft Vr 2 = 2 geeft f'(x) = Sxht = Sr! xt = SxX 
4 
heeg, xÌ + Ar geeft 
& 


2 2 
b 2) = (tk xr + Ar = xl + Art geeft g'(x) = Hi + 2e == Bve Se 
x 
4 2 4 2 4 


p ec h(x) 


ib bre Se = — = _ 
a 3 eh Fr Fret 3x 3x 


Bladzijde 87 
® a fw) (6x IP geeft f'(x) = 6: S(6x — 1) =30(6x — 1) 


b ere nk 


geeft g'(x)=18x? —2:-4-5-(2x- 1) =18x2 + 40 


@-D 
e hx)=6(x—2)* geeft Wx) =1-4-6- (lx 2) =8(lx 2) 


3 


dk) = (3x 1 - 5x 1 (3x IP geeft 


(Bx 1) 

KO =3-3- Ox ddie Itself 

@ 2 fo)= (ix 2) — Ox +40 geeft f')=4-3 (bx 2) —-9= (ix 2) 9 
f'G)=0 geeft (lx 2) —9=0 


max. is f(-3) = 40 en min. is f(15) =-68. 
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b f'@)=re,=re,=7 
(x-2) -9=7 
(x-2)°=16 


Ix-2=4vix-2=4 


Ix=6 vi 
x=l8vx=6 
kiy=Ix+b } = 
end e 7-18+b=-58 
f(18) =-58, dus door (18,-58) 126 +b=-58 
b=-184 


Dus k: y= Jx — 184. 


Ey=Ix+b } 
jat » 1:-6+b=30 
f(-6) = 30, dus door (-6,30) 42 +b=30 


b=72 
Dus l:y= 7x +72. 


Var 3 Ì 2 
@ a fo)- Ax — 3 geeft fo) = 4-5 TEE IN 


bg) = krt — (Ar — IE geeft g(x) = 25 —3-1E (Fx — IJ = 22° — 3x — 1): 


e hw)= VIX A+? — Ox geeft h'(x) =3- zó 


1 3 

2x 2-4 

d KE) = (Ar + DP Yr I= (Ar + IP (Ax + IJE = (2x + 1% geeft 
2-25 (2x + IE = (2x + INZ +1 


@ a Ax+1520 


3x2-15 
| 
5) = 2}, dus het beginpunt is (-5,2). 
y 
í 
x 


=5 9) 
b neler -hweijtjei ted 
3 23x+15 ? 23x+15 ? 
3 
A OREN EEE 


pede EEE: 
Eat tok 


Azltel 
TAZ 4 


Dusk:y= ix +4h. 
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e f'@)=0 geeft 


Zie de schets bij a. 


max. is f(-2)= 4. 
@ lengte van de afrastering = 600 geeft PQ + 3- PS = 600 
PQ +3x= 600 
PQ =600- 3x 
A(PORS) = PQ PS = (600 — 3x) -x = 600x — 3x? 
A 
a 600 — 6x 
To geen 600 6x=0 
il -6x =-600 
x=100 
A 
o 100 ” 


A is maximaal voor x = 100, dus bij de afmetingen PQ = 600 — 3: 100 = 300 m en PS = 100 m. 


® a PCI, 0 en Op, 0), dus PQ =p +1. 
OR=p= PP +Ip +4 
De oppervlakte van APOR is A=}(p + (Cp? +3p +4) =H-p) +3p? +4p-p+Ip+4)= 
FCP? +2? +Ip+4)e Apt + ptp +2. 
dA 


b =p? +2p +35 
dp zp pr 
d4 
ri nk ka 
3p° Ap -7=0 
D=(47-4-3--7=16+84=100 
4— 10 4+10 
= ES 
ENE: 
p=-lvp=25 
o 
KS) 24 ? 


A is maximaal voor p = 2}. 
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7 Lijnen en cirkels 


Voorkennis Lineaire vergelijkingen met twee variabelen 


Bladzijde 90 
@ a 42,p) opk, dus 4-2-7-p=22 
8-7p=22 


p 
b (q,-3) is een oplossing, dus 4-qg —7:-3=22 


4q +21 =22 
ag= 
a=i 
e 4x-1y=22 
=Ty==4x +22 
y=ix- 35 
Dus re, = 4. 
Bladzijde 91 
Ed 2 
@ a k2x-3y=10 geeft 
y 0 2 
Lx+2y=6 geeft ENE 
y 0 3 


ze 


3Â 


b m evenwijdig met k: 2x — 3y = 10 geeft 
m:2x-3y=el 
door 0(0, 0) eo 
Dus m: 2x — 3y=0. 

e_n evenwijdig met /:x + 2y = 6 geeft 
nxt2y=e | _ re 
doors, if 2*23=2 6d 
Dus n:x + 2y=-4. 
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Sx-Ty=1|4 20x — By =4 
©: (Ez Bzilsleer{ ET 15y=30 


-13y=-26 

ie Jaera 

El sp 14=1 
Sx=15 
x=3 


De oplossing is (x,y) = (3,2). 
2x+3y=15 [3 f 6x+9y=45 
10x —9y=-S|1 


Det 3 s bs 
3y= 10 
y=3} 
De oplossing is (x,y) = (25,34). 
a enen 3 seenf 
3x +4y= 102 


De oplossing is (x,y) = (48 


7.1 Lijnen en hoeken 


Bladzijde 92 
1} a y=0 geeft x= 18 
x= 
Dus het snijpunt met de x-as is (9, 0). 
x=0 geeft 3y= 18 
y=6 
Dus het snijpunt met de y-as is (0, 6). 
b 2 + 3y= 18 links en rechts delen door 18 geeft 5 + 5 
€ In de noemer van de breuk ë staat de x-coördinaat van het snijpunt met de x-as. 


mil, 


In de noemer van de breuk 5 staat de y-coördinaat van het snijpunt met de y-as. 


x=a 


y=b 
Dus het snijpunt met de y-as is (0, b). 
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Bladzijde 93 


HL 
rn 
Oz; zi JE 
kix-2y=2 
EA 
EZ+el 
ke 
3x Sp=15 
x-2y=2 |3 
b Grist ser{ 


Dus het snijpunt is (20, 9). 


Oa 5-1 b midi 
ds 4 q 
LSx+py=Sp m:qx+4y=4q 


EN 
k=to=l 
Ont, 
k: 8x + py =8p 


b a 


door.) Erpe 


8+2p=8p 
óp =-8 


dl 
c Kk: 8x+py=8p geeft py =-8x + Sp 
=-x+8 
Jp 


Bladzijde 94 
x.y 

HK til 
Oates, 


kipx+3y=3p 
EINE 
Eats=l 
Wp 5 
LSx+2py=10p 


b Rae 
ä p:1+3-2=3p 

door A(1, 2) Pr6=3p 
2p=-6 
p=3 

L Sx+2py= 10p 5-1+2p-2=10p 

door A(1, 2) 5+4p=10p 
-6p=-5 
p=i 
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ce kipx+3y= 


k evenwijdig met m geeft rc, =rc,, 
Ip=t 
p=12 

d 1:5x + 2py= 10p geeft 2py =-5x + 10p 
verts 


L evenwijdig met n: 2x + 3y = 10, ofwel y =-ôx + 35 geeft rc, =rc,, 


Q 2 Alle lijnen met vergelijking y=ax + 3 hebben een richtingscoëfficiënt. Jan mist dus lijnen 
zonder richtingscoëfficiënt, ofwel verticale lijnen. 
Dus Jan mist de y-as. 


Voor elke p zit er een term met x in de vergelijking 24 5 = l. Harm mist dus lijnen met 
vergelijking y = c. Harm mist dus de horizontale lijn y= 3. 
p mag niet gelijk aan 0 zijn, dus Harm mist ook de lijn door (0, 0) en (0, 3) ofwel de lijn x= 0. 


b Je mist de lijn x= 4. 
c Je mist de lijnen y =O en x=4. 


O 2 hepxt2=8 c px+2y=8 3x +5y= 10 
door (3, 5) Wp=-px+8 5y=-3x +10 
y=ipx+4 y=drt2 


lijnen evenwijdig dus richtingscoëfficiënten gelijk 
3 


b k:pe+2p=8\p:3+2-0=8 
door (3,0) f3p+0=8 d 


J 
lijnen evenwijdig dus richtingscoëfficiënten gelijk 
p= 
p=5 


annen 
O5 Vd! 


door(3,4) JE PT? P: 
pet trg eletdjel:pp+2) 


Mp +2) +4p=p  +2p 
p+6+4p-p?-2p=0 


=p +5p+6=0 
p--5p-6=0 
(p+D(p-6)=0 
p=-lvp=6 
Xx y 
Erde 
b B pd 1 


(p+2x+py=p(p +2) 
py=(Pp +2 +p(p +2) 
xtp+2 


ai, 
rc=2 geeft -FS=2 
-(p+2)=2p 
p-2=2p 
-3p=2 a 
2 
p=3 
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Bladzijde 95 
BC 2 
® a tan(4CAB)= Prennie 
ZCAB = 63,4349.….° 
Dus ZCAB = 63,435° . 
b De tangens van de hoek tussen / en m is 5. 
Dit geeft dat de hoek gelijk is aan 14,0362.….°. 
ec Dus de hoek tussen k en m is 63,4349.….° + 14,0362.….° = 77,4711...° = 77,5°. 


Bladzijde 96 
@® Als de eenheden langs de assen verschillend zijn, dan maakt bijvoorbeeld de lijn y =x geen hoek van 45° met de x-as, 
maar is elke hoek mogelijk. 


Bladzijde 97 
@ a ky-3xr4 

tan(a) =3 geeft a = 71,56... 
Ey=2x-1 
tan(#) = 2 geeft f = 63,43...° 
a-B=71,56...° — 63,43... =8,13...° 
De gevraagde hoek is 8°. 

b m:y=ljx+2 
tan(a) = 15 geefta = 56,30... 
n:y=ixt3 
tan(B) =-} geeft f =-26,56...° 
gp 6302056 828 
De gevraagde hoek is 83°. 

e p:y=3ix1 
tan(a) = 3} geefta = 74,05...° 
gey=lixtS 
tan(B) =-1j geeft p= -51,34.° 
dp=7405.° 51134. = 125,39. 125° 
De gevraagde hoek is 180° — 125° = 55°, 


€ p:SXx+3y=4 
3y=-5x+4 
yerlixt lj 
tan(a) =-13 geeft a =-59,03...° 
L4x-3y=6 q: 6x 5y=1 
=5y=-6x+ 1 
y=lix=5 
tan(B)= 1} geeft p= 53,13... tan(f) = 14 geeft B = 50,19….° 
« —B=56,30.,° — 53,13," =3,17.° B—à=50,19..° —-59,03...° =109,23,,° #109,2° 
De gevraagde hoek is 3,2°. De gevraagde hoek is 180° — 109,2° = 70,8°. 
b m:4xty=l 
y=4x+t1 
tan(a) =-4 geefta =-75,96...° 
n: 3+4y=2 
4y=-3Xx+2 
yerix+} 


tan(B)=-À geeft f =-36,86...° 
B —a=-36,86...° — 75,96... = 39,09... 
De gevraagde hoek is 39,1°. 
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© a ky=äx+4 
tan(a) =5 geefta = 33,69..….° 
L6x-5y=3 


$ geeft p= 50,19.….° 
B a=50,19,P 3369 = 16,50. 
De gevraagde hoek is 16,5°. 


b rc, T40 lk: 
tan(a) =-1} geeft a =-51,34...° 
0-1, 
ET 2-0 Ee: 


tan(#) =} geeft B = 26,56...° 
B—a=26,56...° —-51,34..° =-77,90...° 
De gevraagde hoek is 77,9°. 
16 5 
ce re,= 25 sig 
tan(a) = 1$ geefta = 59,03..….° 


1 3-2 
tan(f) =-13 geeft p= -54,46.…° 
a—=59,03..° —-54,46...° =113,49..° =113,5° 
De gevraagde hoek is 180° — 113,5° = 66,5°. 


x° +4 geeft f'(x) = 
ro=f(1)=-2 
tan(f) =-2 geeft} =-63,43...° 
a—B=71,56...° —-63,43... 
De hoek van de lijnen ken lis 180° — 135° = 45°, 


Bladzijde 98 
® kis de raaklijn van de grafiek van fin A. 
fa) = hr? +3 geeft f'(x) =-x, dus ro, = (1) =1. 
tan(a) =rc, =-1 geefta =-45° 
Lis de raaklijn van de grafiek van g in A. 


15 E 
2) = 2} Vr geeft g'x) = 2} DE ARE Les 


tan(B) =re,= 1} geeft B — 51,34... 
B-aá=51,34.° —45°= 96,34. = 
De gevraagde hoek is 180° — 96,3° = 


D fe) gw) geeft x° — Ax = 2x? — 10x +24 

6x=24 

x=4 
k is de raaklijn van de grafiek van f'in het punt A(4, 0). 
fe) =x? — Ax geeftf'(x) =2x — 4, dusf(4) = 2-4 44, 
tan(a) = re, = 4 geeft a = 75,96...° 
Lis de raaklijn van de grafiek van g in het punt A(4, 0). 
g(x) =x? — 10x + 24 geeft g'(x) = 2x — 10, dusg'(4) =2-4—10=-2, 
tan(#) =-2 geeft f =-63,43...° 
a-p=75, 196. „2 —-63,43° = 139,39... = 139,4° 
De gevraagde hoek is 180° — 139,4° = 40,6°. 
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Bax xtart6 
2 Ax 6=0 
x?-2x-3=0 
(e+ De 3)=0 
meivis 


dy dy 
=x? geeft == 2 = =2e1=2. 
n= geeft ren ne 


k is de raaklijn aan p, in A1, D. 

tan(a) =rc,=-2 geefta =-63,43...° 

pof rann opeet aerden [3] =A-1+4=6. 
ret 

Lis de raaklijn aan p‚ in A1, 1). 

tan(f) =rc,= 6 geeft p= 80,53...° 

B—a=80,53..° —-63,43...° =143,97..° = 144° 

De Bemas hoek in het snijpunt A(-1, 1) is 180° — 144° = 36°. 


d, 
y= zet Leden EE =2-3=6. 
dx GEEN 


dy dy 
mitra A NN En Ee, 
y= 4x Ggeeft 2x vnf} Is 2-3+4=-2. 


De richtingscoëfficiënten van de raaklijnen in B(3, 9) zijn gelijk aan die in A(-1, 1), dus de 
gevraagde hoek in B(3, 9) is gelijk aan die in AC-1, 1) en is dus ook 36°. 
b fl) =z(x) geeft x= -2x+6 
kwadrateren geeft 
x=4x? —24x +36 
4x? —25x+36=0 
D=(-25)2—4-4-36=49 


25-71 25+7 
SE 2 vx= ms 
voldoet voldoet niet 


1 
fam Vr geeft 0) = 
k is de raaklijn van de gate vanf in het punt C(24, 11). 
tan(a) =re,=f"(2) = =À geefta = 33,60... 


zE 


Lis de grafiek van g. 

tan(B) =rc,=-2 geeft f =-63,43...° 
a—pBp=33,69..° —-63,43...° =97,12..° =97° 
De gevraagde hoek is 180° — 97° = 83°, 


© a fw VA 1+5= VO Zeng(lj= 1? +61 lt =3 
Dus A(1, 3) is een snijpunt van de grafieken van fen g. 
fB)=V4-5+5-N2S=Seng(5)=-5°+6}-5- 2 =-25 +3 =S 
Dus B(S, 5) is een snijpunt van de grafieken van fen g. 
2 


heee 
FE) =V4x +5 geeft f'(x) =4 Nr 
k is de raaklijn van de grafiek van fin A. 


2 3, 
tan(a) =rc,=f'(1)= ET = NC =Î geefta — 33,69..° 
20) = 2x? +6lx — 25 geeft g'(x) =-2x +6} 
Lis de raaklijn van de grafiek van g in A. 
tan(B) =re,=g(1) =-2: 1 +6} = 4} geeft 77,47... 
B-a=T141...° — 33,69... = 43,78... = 44° 
Dus de hoek waaronder de grafieken van f en g elkaar in A snijden is 44°. 
m is de raaklijn van de grafiek van fin B. 


© Noordhoff Uitgevers bv 


Lijnen en cirkels 


67 


2 2 
tan(a) = re =f(5)= NEE NC 3 geefta = 21,80..° 
n is de raaklijn van de grafiek van g in B. 
tan) =rc, =g'(5) =-2-5 +65 =-3} geeft p= 74,05... 
a—B=21,80..° —-74,05...° =95,85...° = 96° 
Dus de hoek waaronder de grafieken van fen g elkaar in B snijden is 180° — 96° = 84°, 


| 
D fw =gopgeert (ir) een 
kruiselings vermenigvuldigen geeft 
Ge i=1 
dx-l=l 
ix=2 
x=4 5 
fo)= (hx 1)" geeft fo) =}-3- (Ar 1) = 1 Ex) 
kis de raaklijn van de grafiek van fin het punt A(4, 1). 
tan(a) = ro, =f(4) = 18 (4-41) = (2 IP 1E 1 = IE geefta = 56,30... 


1 2 
ha eem a anr eeen 


Lisde raaklijn van de grafiek van g in het punt A(4, 1). 
jj 1 1 
tan(B)=rej == nn = 1 geeft p= 45° 
Or O Tape 1 teef 
af =56,30..° —-45° = 101,30...° = 101,3° 
De gevraagde hoek is 180° — 101,3° = 78,7°. 


7.2 Afstanden bij punten en lijnen 


Bladzijde 100 
@ a In AABC geeft de stelling van Pythagoras % 
AB? =AC? + BC? 
AB2=2? +32 B 
AB°=13 
AB= 13 
b M(2,34) 


ni 
e m= ce 5 SD mscn = Ble = 65, dus M86, 65). 8 


Bladzijde 101 
@ a M(i(p+p+2),3(3+2p)) 
M(p+ 1,1} +p) 
M(p+1,p+ 1) 
b d(A,B)=Áp +2 -p)+(2p 3 = VI + Ap? — Ip +9 = VAp? —12p +13 
e Voer in y, = Ax? — 12x + 13. 


De optie minimum geeft x= 1,5 eny=2. 
De minimale afstand is 2. 
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d Voer in y,=5. 
Intersect geeft x = 3,791. 


d(A, B) 


ĳ 
ï 

ï 

| 
he 
o 3,60 8 
Dus vanaf p = 3,80. 


Dad pta-0P tap Apra} = ptp ta + pg + p= Vp +207 


b q=2p geeft d= 2? +207 = VIP? + Up) = Vp? +2 Ap = IOP? =p IO 
Dus c= 10. 


e q=pend=12 geeft [2p?+2(Yp)?=12 

V2p+2p=12 
‘kwadrateren geeft 
2p?+2p=144 
p'+p=72 
p'+p-72=0 

(wp -8(p+9)=0 
p=8vp=-9 
vold. _vold. niet 


Dusp=8. 


Bladzijde 102 
@® a M(GGB+p+5),5(4+p+2)) 


Her 


1 RE get 5 
Mopkey 2x 3f UP +4) -3=ip +3 


p+8-3=ip+3 
2 
p=r4 
bdep+5-IPt(pr2-4P pt (p= tapt Ap Apt Ip +8 
Dusa=2enb=8. 
e d(B,C)= (App +5) + Gp -p+DP=Op-p 5 +Gp-p- 2 
Ve -5P +(2p 2 = Vp? 10p +25 + Ap? — Bp +4= Sp —18p +29 


Voer in y, = VSx° — 18x +29. 
De optie minimum geeft x =1,8 en y= 3,577. 
De minimale afstand tussen B en C is 3,58. 


ip 


@® a tan(a)=re,= 2geefta — 63,434..° 


tan(B) = rc, =$ geeft f =-26,565...° 

a — B = 63,434° —-26,565...° = 90° 

De gevraagde hoek is 90°. 

Bladzijde 103 
®a ge miek. rob b mln, dusre te, 
ro, = Sr 10, =2 
4 EE 

ade CA 1 sd 

-1i6+b=7 2: 
3 = 

door 4(6, 7) 2+b=7 door B(-3, 4) 6+5 
b=9 = 

Dusk:y=-ix +9. Dus m:y =-2x— 2. 
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p Lg, dusrc,* B vk 
re, =-Â Éi 
7 3 


ape, 3.24b=-5 
door C(2,-5) deb 


b=-12 
Dus p:y= 3x — 12. 


k:2x-3yp=5 
-Iy=-U HS 
y=ir lk 

L3x+2y=c 
Ng 
y=-lk 2xt ze 


reg re,= +1} =-1, dus elke lijn van de vorm 3x + 2p = c staat loodrecht op k. 


L3x+ Ha =c 
door A(4, 1) 
Dus /:3x +2y= 

m loodrecht op n: 4x + 5y = 6, dus mm: 5x — 4y=C 
door B(3, -1) 


Dus m: 5x — 4y = 19. 


Jenzara reid 


} =5:3- 4-1 =19 


en 4 

bres 

3 

k:Sx+3y=15 

Loodrecht opk: 5x +3y= 15,dusl:3x-Sy=c \ ane. 4 
door A(2, -4) e=3:2-5:-4=6 
Dus /:3x — 5y= 26. 

mis Le1geeftm:2xt p= 

p Wp 

nloodrecht opm, dusn:x—2y=e | __ 5.3 

door B(5,-3) gs 


Dus n:x— 2y= 11. 


b ilk, dusre,” rej==l. 
$:rej=-l 
1j=eÂ 

din dtent 
2 

door C(4, 6) Abt hel 
b=16 

Dus ly =-2x + 16. 


re,” re, = 1 geeft rc, — 


re, =5 


kiy=Âx+b } 
86+b=15 
5 
door A(6,15)f Â pis 


b=5 
Dusk:y= xt 5. 
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=5-4 

nz 8 
n L m,dus ro re, =-1. 
Aere, =-l 


my=3Xtb\s, B: 
door F(3, 7) } Se 
St 


3 
b=5 


Dus n:y =òx + 53. 


De 
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b_ m loodrecht op n: 6x — Ty =3,dusm: 7x +6y=c 
door B(2, -2) 
Dus m: 7x + 6y=2. 

e Zadergeeftix-4y=-12 
kk 
p loodrecht op 3x — 4y =-12, dusp: 4x +3y =c 
door C(-5, 3) 


Dus p:4x +3y=-11, 
d De lijn door E(1, 5) en F(S,-1) heeft richtingscoëfficiënt 


ke ant) 


q staat loodrecht op deze lijn, dus rc,» -Â=-lenditgeeft 1e, =5- 


Dusg:y=äx+b\ 2 … 
door D(-6, 4) ven 


Atb=4 
b=8 
Dus g:y= 3x +8. 
Bladzijde 104 
pd Ps 
® re, 0-2 2 ° 
—0 
gilde 
Ü-3g Zg 3 
k 11 geeft re, re, = 1 
a 
egel 


@® a ro, re, =}--2=-1, dus / staat loodrecht op k. 
benden. +5=3 
1,3) -245=3 
klopt 
Dus / gaat door A(1, 3). 
b K snijden met / geeft het snijpunt B. 


ix=-MWX4S 
2jx=5 
x=2 
if 
ld 


Dus het snijpunt B is (2, 1). 
c AB SQ DP+(1-3P= VIFA VS 


Dus de afstand van A tot k is 5. 


Bladzijde 105 
® a De lijn p gaat door A en staat loodrecht op k. 
ro,*To, =-1 geeft } + ro, =-1,dus r0,=-2. 
pe ai 2-3+b=0 
5 -6tb=0 
b=6 
Dus p:y=-2x +6. 
k en p snijden geeft het punt E. 
Zatl=-2x+6 


Dus E(2, 2). 
dA,I=dA,E=VA-IP +2 OP Nl +4= VS 
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fe=1-2+6-2=2 


fenanseazen 
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b De lijn g gaat door B en staat loodrecht op /. 


ax Dy=e\ _6-2.0= 
B(6,0) Je 6-2:0=6 
Dus g:x — 2y =6. 


q en / snijden geeft het punt F. 


nen eee 
ft 
x-2y=6|1 x—2y 6 
5x =10 
x=2 
Hie }r va 2 
y=2 


Dus F(2,-2). 
d(B‚I)=d(B,F)= VV 6 +(-2-0P= 16 +4= 20-25 
De lijn r gaat door O en staat loodrecht op m. 

ero, =-1 geeft-3 + rc, =-1, dusrc, =b. 
r door O geeft r: y= 3. 

m en r snijden geeft het punt G. 
ix=-3x +10 

3ix= 10 


e 


Dus G(3, 1). 

d(O,m) =d(O, G) = (3 — 0)? +1 Oy = VI +1 = VIO 
d De lijn s gaat door O en staat loodrecht op n. 

Dus s: 4x + 3y =0. 

s en n snijden geeft het punt H. 


3x 4y= 123 of 9 129=36 
4x 3p=0 [4E 16x+ 12 
25x 
xk hates 0 
ze np 
trl 4 30 
S= 
y=ä 


Dus H(IL,-18). 


dO,m)=d(O,H)= (GE -0F + CE - 


(34) De lijn k door de punten B(2, 1) en C(7, 3) heeft richtingscoëfficiënt jk — 


ky= 2x+b 
door BQ, Ĳ 


Orne wats 
Wd es 
ui 5 
u 


Dus k:y=äx +} 

De lijn / staat loodrecht op k, dus moi re,= 
$re, 
re,="Â 


by=ix+b 
door A(35,44) 


Dus /:3 5 
ken 1 snijden geeft het punt D. 
drill +134 

8x +4=-50x +265 

58x =261 
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+55 


3600 — 


625 
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Dus D(44,2). 


dA„ B =dA,D)= [GE 3) + (2-4 


B De lijn m gaat door A en staat loodrecht op k. 


MEISSEN amedee 
door A(1,4) est sl 
Dus m:3x y=. 

k en m snijden geeft het snijpunt B. 
Eek JP 1 en PTS ee 3 


Krt 318 
10x 5 
x=0 E 
=3f 93 
x+3y=3 vel 


Dus B(0, 1). 


d(A,k) =d(A, B) = [U — 0? +(4- IP = [IPP = 149 = IO 


De lijn n gaat door 4 en staat loodrecht op /. 
mik y=C _ 
door A(1, 4) dn ii 


Dus n:x-y= 
Len n snijden pen het snijpunt C. 


Dus CG, 6). 


ALD) =d(A,CY= VE DP +6 AP VDP = A4 B 


Nee, het punt 4 ligt dichter bij / dan bij k. 


® a De lijn k door A(1, 0) en B(7, 4) heeft richtingscoëfficiënt 


kiy= dx+b 
door Á(1, 0) 


woo Orte wos 


Dusk:y= 
De lijn / door C staat loodrecht op k, dus 0 ü “Ic,= 


y=dxtb 2. 
2 

door c(34,6) 6) 2 
Fi 


Es 
| 


3 1 
zxt 114 


4-0 


el 


+ DPL 


2 
EIN 


=(75=2,69 


ACH =d(C,D)= [5E -35) +36 PCH AFI VDB 
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b d(A,B)= [CT — DP +4 OP = VG+ A2 = 36 + 16 = V52= 2/13 
O(AABC) =}-d(A, B): d(C,AB) =}- 2/13: V13=13 


7.3 Cirkelvergelijkingen 


Bladzijde 107 
(37) a Dit volgt rechtstreeks uit de formule van de afstand tussen twee punten. 
b Als de afstand van P(«, y) tot M(1, 4) gelijk is aan 5, dan ligt P op de cirkel met middelpunt M en 
straal 5. 
c Een vergelijking van de cirkel met middelpunt M(1, 4) en straal 10 is 
=D? + (y— 42 = 102, ofwel (x — 1)? + (7 — 4)? = 100. 
d Middelpunt (-2, 3) en straal 16 =4. 


Bladzijde 108 
® a c:r- 2 (y+5P=9 

b ec raakt de x-as en middelpunt (3, 1) geeft straal 1. 
en (x-3P +(y- I= 1 

€ cz raakt de y-as en middelpunt (-4, 2) geeft straal 4. 
cz (e+ 4)? + (py 2? =16 

d c4 heeft middelpunt (3, 4) en gaat door de oorsprong, dus straal 3? +4? = VO +16=25=5 
ea: (x—3)? + (y 42 =25 


@® a De lijn / gaat door M en staat loodrecht op k. 
re, =5,dusre,=-3 


Ey= Arth) _ 
a DE 


15+b=5 
b=20 
Ly=-3x + 20 snijden met k: y= }x geeft 3x + 20 = bx 
-3lx=-20 
x=6 


Het snijpunt van k en / is het raakpunt A(6, 2). 
r=d(M, k)=d(M, A)= {5-0 +527 = VI +9 = VIO 
er: 5) +(y-5)?=10 
b De cirkels raken de x-as en de straal is 2 geeft y,/= 2 of y/=-2. 
M op k, dus M(6,2) of M(-6,-2). 
era 6)? +(y- 2 =4en cs (+6 + +2=4 
De cirkels raken de y-as en de straal is 12 geeft xj, = 12 of xj/=-12. 
M op k‚ dus M(12,4) of M(-12,-4). 
ea: (xr 12)? +(y 4)? = 144 en cs: (x + 12)? + (y +4) = 144 


a 


® a AB is middellijn, dus het middelpunt is het midden van AB. 
M(H(1+9),}(4+4)), ofwel M(4, 4). 
De straal is d(M, A) = 5, dus (x — 4}? + (y — 4}? =25. 
b Voor snijden met de x-as geldt y= 0. 
x-42 (0-4? =25 
4 +16=25 
@-42=9 
x-4=3vx-4=-3 
2 vr=l 
Dus de snijpunten met de x-as zijn (7, 0) en (1, 0). 
Voor snijden met de y as geldt x= 0. 
O-4?+v- 47-25 
16+(y 4)? =25 
(pfd 
y-4=3vy-4=-3 
gelgel 
Dus de snijpunten met de y-as zijn (0, 7) en (0, 1). 
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e_Het middelpunt van c, is (4, 0) en de straal is 3. 
Dus cj: (x — 4)? +? =9. 
Het middelpunt van c; is (0, 4) en de straal is 3. 
Dus e3:x? +(y— 4)? =9. 


Bladzijde 109 
@® a Middelpunt A en raakt de x-as, dus straal is y4 =7. 

er: (3? + (y- 7) =49 

b Middelpunt B en door de oorsprong, dus straal is d(O, B) = /9° + 1°= 82. 
ea: -9P+(y- 1)? =82 

e _Middellijn AB dus middelpunt is het midden van 4B, dus M(6, 4). 
De straal is d(A, M) = [6 — 392 +(4 7 = 9 +9 = VIB. 
ca: - 6) + -4=18 

d De lijn / gaat door A en staat loodrecht op k. 
L4x-3y=c E n 
door 43,7) } GET) 
Dus l:4x —3y =-9. 
1 snijden met k geeft 


4x 3y=-9 [4 
oe le geeft 


3x+Ap= 4} Ge 


Dus het snijpunt is S(O, 3). 
De straal is de afstand van 4 tot S. 
r=d(A,S)= NB OP +3 =VI +16 = 25 =S 
De gevraagde cirkel is c4: (x — 3)? + (y — 7)? =25. 
e De lijn m gaat door O en staat loodrecht op k. 

m:4x-3p=0 
m snijden met k geeft 

4x-3y=0 [4 ee 

3x +4y=12|3 9x + 12y=36 + 

25x =36 


x=1,44 } 

MA V3-144+ap=12 

Styl) 432 Hap 12 
4y=7,68 
y=192 


Dus het snijpunt is 7(1,44; 1,92). 
r=4O, D= VILADT +92? = V5T6=2,4 


De gevraagde cirkel is cs: x° +? = 5,76. 


@ «2? + +32 =16 
Uitwerken van de haakjes geeft x? — 4x +4 +y? +6y+9=16 
Ptyl-4rt6y-3=0 


Bladzijde 110 
® a xy Axt1l0y-6=0 

x2-Axtyl+10py-6=0 
MAA Ay 10p+25-25-6=0 
Oe 224 (P+ 5-25 6=0 
2? +(y +5 =35 

b xy? +8r-6y+13=0 
x2+8xtyl-6yt13=0 
x2t8xt16-16+y?-6y+9-9+13=0 
e+42 16 +(y- 3-9 +13=0 
(+4? +(y-3P=12 
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ec 


€ 


xy t3ey1=0 
xtIrtyl-y1=0 
Bt dtp-yth-t-1=0 
È 2 
Gea} o-A1=0 
2 2 
Grigore 
xy Sx+Sy+10=0 
x-Sxtyt5p+10=0 


xt Sxt6h fy? +Spr6}6f +100 


(x- 24)? — 61+ (y+ 23)? 65 +10=0 
hd hei 


xtyltbr-dyt4=0 
xtbrtyt-dypt4e=0 

wt6rt9- typte 
+3 -I+(y- 2440 
+3? +(y- 2 =9 


Dus van c, is het middelpunt (-3, 2) en de straal 3. 


xy? 8x+t10p+3l=0 
x°-8xty?+10p+31=0 


x-8x+16-16+y?+10y+25-25+31=0 


(2-4 16+(yY+5)-25+31=0 
(2-4? +(y +5)? =10 


Dus van c, is het middelpunt (4, -S) en de straal 10. 


xtylt5xt3p+3=0 
xtSxty+3p+3=0 

tSrt6r ppt 30 
(e+ 2)? 61 + (y+ 1) 24 +3=0 


2 


Gra ores 


Dus van c; is het middelpunt (-25,-1}) en de straal NES 


ty Tx +8y=0 
x-Ixtyl+Bp=0 


2 Tx 12-12 Hy? +8Bpt16-16=0 
(r-3Ĳ}P 12E + (y +42 16=0 
(e-35)? +(7+4=280 


Dus van cy is het middelpunt (34,-4) en de straal [285 


xtyt6r-Byt15=0 

2 6xty-Bp+15=0 
x2t6rt9-Ityl-Byt16-16+15=0 
@+3P-I+(y- 4 16+15=0 
(+3? +(y 4)? =10 

Dus M(-3,4) en r= 10. 


d(M,A) =O 3? +44? = VI +03 


dM, B)= N33 +(0- A= O+ 16=4 


A ligt binnen de cirkel want d(M, A) <r. 


d B ligt buiten de cirkel want d(M, B) > r. 
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Bladzijde 112 
® a xty-6x-8y=0 
x2-6rty-8y=0 
x2-6x+9-9+yt Bp 16-160 
(x-3P-9+(y-4P-16=0 
@-3P+(y- 4 =25 
Dus r= 5 en M(3, 4). 
d(M,A)= SCI —3P +(2— 4? = [16 +4= 20 <r, dus A ligt binnen de cirkel c,. 
bax2ty?-8r-4yt2=0 
x2-Bxty--4yt2=0 
x2-Brtl6-16ty?-4yt4-4+2=0 
x-4P 16 (9-22 4+2=0 
4 +(y 2 =18 
Dus r= 18 en M(4, 2) 
d(M,O)= VA? +2? = [16 +4= 20 > r‚ dus O ligt buiten de cirkel ca. 
ex tylt4r-6y+3=0 
xt4xty-6pt+3=0 
xtAxt4-4ty-6yt9-9+3=0 
+2? -4+(yY- 32-9430 
+2 + (y —3P= 10 
Dus r= 10 en M2, 3). 
d(M,B)= [U —-2}?+(4— 3) = V3? + 12 = 10 =r, dus B ligt op de cirkel cz. 


Dax ty?-6x-4pr+3=0 

x2-6rty--4yt3=0 
xr Ot -dpt4-4t3=0 
(3 -9+(y-2P-44+3=0 
@— 3? +(y- 2 =10 
Dus r= /10 en M3, 2). 
d(M,A)= VAI + (1-2 VCH? + CD? = 2 
d(A,e)=r —d(M, A) = 102 

b d(M,B)= VC1 3 H(S 2 = NCAP FI = 25 =5 
d(B‚c)=d(M, B r=5— /1O 

e d(M,C)= VO 3 +42? = N62 +22 40 = 2/10 
d(C,e)=d(M, O—r=210 — VIO= VIO 


O+ 2tdyp=0 
xt yt4y=0 
x-xtl-ltyt4ypt4-4=0 
(e-ID? 1+(y+2P-4=0 
P+ +27 =S 
Dus r= 5 en M(1,-2). 
d(M, A) =NÍA= DP +(O—-DP= VI +22 = 13 
d(A, ce) =d(M, A) —r= 13 — V5 = 1,369. 
De lijn / gaat door 4 en staat loodrecht op k. 
L6x—4y= 
Gerd jr=6r4-d-0=8 
Dus /: 6x — 4y = 24, ofwel l: 3x — 2y = 12, 
1 snijden met k geeft het snijpunt S. 


rad) men 
4x +6y=29|1 4x + 6y 9 
13x _ =65 
zee } asap 
Del) 5-22 
-2y=-3 
y= 
Dus S(5, 1). 


d(A,k)=d(A, S) =f5-9+ Qt -0)?= vr + (1)? = NL =1/13= 1,802. 
Dus 4 ligt dichter bij c dan bij k. 
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@ +? -ta=0 
x-8tyta=0 
xt Brtl6-l6+yta=0 
@-4?-16+y+a=0 
4 tyt=16-a 
Dus c heeft middelpunt M(4, 0) en straal r= [16 — a. 
De lijn / gaat door M en staat loodrecht op k, dus /:x —2y=c. 
Ea 2p=el Ee 
Ke) he 
Dus /:x-2y=4, 
1 snijden met k geeft het snijpunt S. 
aas afse 


x-2y=4 ix 2pe4 
5x =40 
dee Fases 
Bep l8) 618 

y=2 
Dus S(8, 2). 
kraakt c als d(M‚k)=r 
d(M,S)=NI6—a 


V&-D7+(2-0P= 16 a 
V4Z+22= JI6—a 

20 =VI6—a 

20=16—a 

a=16—20 

a=-4 


7.4 Raaklijnen en snijpunten bij cirkels 


Bladzijde 114 
== „1 = 
Wars I) 0 5-aprg if 
2) 324 12=10 
10= 10 
Dus 4 op c. 
Zeil 
b MQ, 1) en AG, 2), dus re,= 5 =ä 
e Kstaat loodrecht op / geeft } rc, =-1,dusre, =-3 
nn 
-3:5+b=2 
door A(5,2) ZIS+b=2 


b=17 
Dus k:y=-3x + 17. 


Bladzijde 115 
2 — = 
la en OF area 2-0+5=0 
5 rt S=0 
=D 5)=0 


z=lvx=5 
XC “Xp, dus C(1, 0) en D(S, 0). 


1-0 
De richtingscoëfficiënt van de lijn door M(3, 1) en Cis Dn 
ard 21+b=0 
door (1,0) 2ab=0 

b=2 
Dus p:y=-2x +2. 


en 
a. 
5 
6 
iu 
ï 
» 
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De richtingscoëfficiënt van de lijn door M en D is l 
:y=dXtb 
doer(5,0) }a-s+5=0 
k 10+5=0 
hi) 
Dus g:y = 2x — 10. 
b De lijn f gaat door M en staat loodrecht op y= 2x, dus rc, =}. 


Ey=detb\ oa 
doorMG,1) j 23+! 


=d = 
== dusre,=2. 


1j+b=l 
b=2} 
Dus t:y=-x +24. 


t snijden met de lijn y= 2x geeft -Jx + 25 = 2x 


Dus het snijpunt is S(1, 2). 

d(M‚K) =d(M,S)= [A3 (2D = (A+ 1 =S 

Dus de afstand van M tot de lijn y = 2x is gelijk aan de straal van de cirkel, dus de lijn y= 2x is 
inderdaad raaklijn van de cirkel. 


Bladzijde 116 
® a De richtingshoek van k is a. 
tan(a) = 1 geefta = 26,56.….° 
De richtingshoek van / is f. 
tan(£) =-À geeft B = -26,56...° 
a—B=53,13.….° , dus de hoek tussen ken lis 53,1°, 


b ky=ix+2 snijden met /:y=-3x geeft Jax +2=Jx 
smd zi 
p=def” 
Dus 8-2, 1). 
A 5 
€ MS= xj x9=3—-2=5 en AM = 5 geeft sincemsa= lS 


Dit geeft MSA = 26,56...° en ook hieruit volgt dat de hoek tussen k en / gelijk is aan 53,1°. 


@® a 384450 — 6371 = 378079 


378079 


g Beeta 0,263.….° 


sin js 2a=0,526.° 


Dus de hoek is 0,5°. 
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b 384450 — 1738 — 382712 


382712 


_n__6371 
sn) 382712 


Dus de hoek is 1,9°. 
ec 6371 +420 = 6791 


geeft p= 0,953... 
2p=1,907..° 


d geeft y= 69,743.….° 
2y=139,487...° 


6371 
6791 
Dus de hoek is 139°. 


sin(y)= 


@ a Substitutie van x =3 in de vergelijking van c geeft 9 +? — 36 + 11 =0 


Y4> Yp dus A(3, 4) en B(3,-4). 
xy? 12x+11=0 
x-l2xtyet11=0 
12 + 3636 +? +11=0 
(x-62 36 +y?+11=0 
(2-62 +9? =25 

Dus M(6, 0) en r=5. 


De richtingscoëfficiënt van AM is Se =: À 
k staat loodrecht op AM, dus rc, =} en dit geeft 
an } i3tbe4 
itb=4 
be li 
Dusk:y=jx+ 1. 
y 


Op grond van de symmetrie van de figuur is Ly =àx — 1À. 
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b De richtingshoek van k is a. 

rey =à geeft tan(a) =} 

a= 36,86... 

Dus de hoek tussen ken / is 2: 36,86...° =73,73...° =74°, 
e De raaklijnen door O raken de cirkel in de punten C en D. 

In AOMC is ZC =90°, OM =6 en MC= 5. 

sin(ZMOC) =? geeft MOC = 56,442...° 

ZDOC=2: ZMOC=2:56,44.….° =112,88...° =113° 

De hoek tussen de raaklijnen door O is 180° —113° = 67°. 


B a ry Axt2p-12=0 
x2-4xty+2p-12=0 
x4rt44tyt2ptlel-12=0 
2-4 (pt 1-12=0 
2 ++ 1D2=17 
Dus M(2, -1) en r= {17 


3 
=d, 
Femer ‚dusrc 


c snijden met de x-as geeft x? — 4x — 12=0 
(+ 2(x—6)=0 
x=-2vx=6 


Dus A(-2, 0) en B(6, 0). 
IC 4m = 22 5, dusre, =4 


rc, =4 geeft richtingshoek = 75,96..° 
re, =$ geeft richtingshoek — 14,03..….° 
75,96...° — 14,03...° =61,92...° 
Dus de hoek tussen de lijnen k en m is 62°. 
al 0 
b Fon gg lusre,=4 


Ea 
-4:6+b=0 
door B(6,0) 24 +b=0 


b=24 
Dus l:y=-4x +24. 


zl y=l 
re, =g, dus m: p= xt b. 


ì 

ptb lij epe 

doorca,f TPS 
Nl 


Dus my = ix + 2À. 


Len m snijden geeft $x +2} =-4x +24 


Dus D(S, 4). 
e d(D,e)=d(M, D)-r= VE — 27 (4D — VIT = VO +25 — VIT = N34 VIT 


Bladzijde 117 


® a Hf ler 150) aeg 10+ 15=0 

Jagd PAP 10x+15=0 
2 12x + 16=0 
x—6x+8=0 

bx?—6x+8=0 

ax 4)=0 

x=2vx=4 

De snijpunten zijn (2, 1) en (4, 3). 
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Bladzijde 118 
@ a m loodrecht op y= 4x + q, geeft ro, =4 


1 
my=ixtb ||, = 
door M(S, 1) } geet 


Dus m:y= ix +24. 
Substitutie van y= 4x + 24 in (x — 5)? + (y— 1)? = 17 geeft 
5 + (Art 241) =17 


Voer in y, =(x— 5} + (Ax + 11) en vo =17. 
Intersect geeft x= 1 en x=9. 
x=lgeefty=-h"1+24=2 


x=9geefty=h"9+2=0 
Dus A(1, 2) en B(9, 0). 
b y=4x+g 
4-l+q=2 
door A(1,2) 4+q=2 


qg=2 


y=âxtg E 
hd deeg 


Bladzijde 119 
@® a Substitutie van y=x+ 1 in x? +? — 10x —2y +9 =0 geeft 
xt(at 1 -10x- xt 1) +9=0 
xt ttl-l0x- 290 
2 10x+8=0 

x-Sx+4=0 
(x-D(e-4)=0 
x=lvx=4 
x=lgeefty=l+1=2 
x=4geefty=4+l=5 
De snijpunten zijn (1, 2) en (4, 5). 

b Lx+y=6geefty=6-x 
Substitutie van y=6 —x in x° +? =26 geeft 
x+(6-x)=26 
2243612 tx 26=0 

2 12x+10=0 
x-6xt5=0 
e-ID 5)=0 
Hel vw=s 
x=lgeefty=6-1=5 
x=Sgeefty=6-5=1 
De snijpunten zijn (1, 5) en (5, 1). 

c_ Substitutie van y =2x— 1 in x? +y?— 8x —4y + 10 =0 geeft 
Met (2e 1 Bx A2 — 1) + 10=0 
xd Art 8xt4t10=0 
5x? —20x+15=0 
x-4x+3=0 
(x= Dr -3)=0 
#=1v=3 

geefty=2"1-1=1 
x=3geefty=2:3-1=5 
De snijpunten zijn (1, 1) en (3, 5). 
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® a 


a 


a 


2x —3y +4 =0 geeft 2x = 3 — 4, ofwelx= 1Ey —2. 
Substitutie van x= 15y — 2 in (x— 6)? + (y— 1)? = 26 geeft 
(y-2-6) + 17 =26 


Voer in y, = (lx — 8)? +(x— 1? en y, =26. 
Intersect geeft x = 2 enx=6. 

Dusy=?2eny 
y=?2geeftx 
y=6geeftx=14:6-2=7 

De snijpunten zijn (1, 2) en (7, 6). 
3x+4y=19 

4y= 3x +19 

perirt 4 


2-21 


Substitutie van p=-jx +43 in x? + y?— 4x + by —12=0 geeft 
e+ (rr 48) ar + (Ax + dl) —12=0 


Voer in p, =x2 + (-Àx+ 43)? — 4x +6(-Àx +43) — 12. 
De optie zero of ROOT geeft x= 5. 

x=5 geeft y =l 

Het gemeenschappelijke punt is ($, 1). 

Substitutie van y = 2x in (x — 3)? +(y— 1)? =9 geeft 

Oe - 3 + (2x I= 

xt Ar Art 19 

5x? —10x+1=0 

Voer in y, = 5x? — 10x +1. 

De optie zero of ROOT geeft x = 0,105. en x= 1,894... 
x= 0,105 geeft y =0,211… en x= 1,894... geeft y = 3,788. 
De snijpunten zijn (0,11; 0,21) en (1,89; 3,79). 


Substitutie van y =ax + 1 in x? +y?— 10x— 2y +6 =0 geeft 
x2 + (ax+ 1? — 10x— ax +1) +6=0 

Xx tax +2axtl-10x-2ax-2+6=0 

(la 10x+5=0 
D=(-10}2—4-(1 +42?) -5= 100 — 20 — 20a? =80 — 200? 
y=ax+l raakt c geeft D= 0 


80 — 204? =0 
-20a? =-80 
a=4 


a=2va=-2 
Geen gemeenschappelijke punten als 80 — 20a? < 0. 


-2 2 
Dusa<-2va>2. 

Twee snijpunten als 80 — 20a? > 0. 
Zie de figuur bij b. 
Dus-2<a<2, 


Substitutie van y=}x + bin x? +y?— 10x — 2y +6 =0 geeft 
e+ (Ext b)? — 10x (dx tb) +6=0 

tit beth? 10x-x-2bt6=0 

ax? +(b- lxb? 2b+6=0 


D=(b- 1124: 1E (b2—2b+6)=b2 22 +121 — Sb? + 10b — 30 =-4b? —12b +91 


y=jx+b raakt c geeft -4b?— 125 +91 =0 
D=(-122—4-4-91 =1600 
pp 12440 


v 
b=3vb=-6} 


El) ei) 
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b Geen gemeenschappelijke punten met c als -4b? — 12b + 91 < 0. 


Dus b<-6} vb>35. 

c Twee snijpunten als -4b° — 12b + 91 > 0. 
Zie de figuur bij b. 
Dus -6} <b <35 


@ +124 +20=0 
x2-12x+tyt-4y+20=0 
x°-12x+36-36 ty 4yt4-4+20=0 
(x— 6)? —36+(y- 2 —-4+20=0 
(x-6? + -2)?=20 
Dus M(6, 2) en r = 20. 
Substitutie van y = 3x — 6 in (x — 6)? + (y — 2)? = 20 geeft 
(6? +(3x-6 2)? =20 
(6? +(3x- 8)? =20 
x2— 12x + 36+? —48x + 64-20 =0 
10x? — 60x + 80 =0 
x-6xt+8=0 
@&-2a-4)=0 
x=2vx=4 
x=2 geeft A(2, 0) en x =4 geeft B(4, 6). 
2-6 er 
6-4 B 
dus de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in B is 4. 
tan(a) => geeft a = 26,565.….° 
Dus de richtingshoek van de raaklijn is 26,565...° 
tan(f) =3 geeft B = 71,565...° 
Dus de richtingshoek van k is 71,565..….° 
B-a=11,565...° —26,565.. =45P 
De lijn k snijdt de cirkel onder een hoek van 45°. 


De lijn door M en B heeft richtingscoëfficiënt 


@® a Het midden M van het lijnstuk AB is M(} (1 +7),}(3 +-1)), ofwel MG, I). 


r=d(A,M)= VG — DP (1 3E = VIE +4 = 20 en MG, 1) geeft 
e:(x 3)? + (py 1) =20 
xóxt9 ty 2yt1-20=0 
xi+y?-6x-2p-10=0 
b Substitutie van y =-3x in (x — 3)? + (y — 1)? = 20 geeft 
3E + (Ir — 192 =20 
xx Ort 1200 
10x? —10=0 
x=l 
xml Vi=el 
x= 1 geeft C(1,-3) en x=-1 geeft D(-1, 3). 
ef ng 
Tmc jz Tg * BC TO raataijn 2 
tan(a) = sl geeft a =-26,56...° 
3 geeft tan(f)) =-3 en hieruit volgt £ =-71,56...° 
a—B=-26,56..°=-71,56..°=45P 
Dus de hoek waaronder £ de cirkel e snijdt is 45°. 
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c_ Substitutie van y=-2x + p in x? +y? — 6x — 2y — 10 =0 geeft 
XL (Utp) 6x 2x tp) 10=0 
xda? —Apx + p? 6x + 4x Ip 10=0 
SP + (Ap Dtp? -p-10=0 
y=-2x+p raakte geeft D= 0 
C4p 29? -4-5-(p?—2p—10)=0 
16p? + 16p +4 — 20p? + 40p +200 =0 
—Ap? + 56p +204 =0 
p?-14p-51=0 
(p+3p-17)=0 
p=-3vp=l1 
d Substitutie van y=qx— 5} in x? + y? — 6x — 2y — 10 =0 geeft 
x2 + (ax 51)? 6x 2(gx 51) —10=0 
xe ge? — lg +304 — 6x — 2qx + 11 — 10=0 
CL +g2x2 + (-13q — 6x +315 =O 
De lijn y= gx — 5} heeft geen punten gemeenschappelijk als de vergelijking (1 + q?)x? + (-13q — 6x + 314 =0 
geen oplossingen heeft. 
Dit geeft D <0 
134 —6)2—4- (1 +42)-314 <0 
169g? + 156q + 36 — 125 — 125? <0 
44q? +156q —89 <0 
44? +156q —89=0 
D=1562—4:44--89 = 40000, dus /D = 200 
_ 156 +200 =156 — 200 
Ee 


D=44q° + 156q —89 


7 T 


44g? + 156q — 89 <Ogeeft-4b <q <5 


7.5 Meetkunde met GeoGebra 


Bladzijde 121 
@ a 52,1° b 94,8° e 13° 


Bladzijde 122 
®a* be: & c 48° 


@® a 26,6° b PC1,1;-5,0) e_R(-1,6;-4,6) en S(12,6; -3,0) 
Oa b DS=4 ec DA=DS(=4) 


Bladzijde 124 


® d(A, k)=3,16 en d(A, I= 2,83, dus A ligt dichter bij / dan bij k. 
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Bladzijde 125 


@D a 3,83 


b 0,59 


Ba 161 


b de, en) =d(A, C)-2-r= BP - 21132 


e 1,66 


Diagnostische toets 


Bladzijde 126 
Lln 
@: rs 
k:3x+py=3p 
b 4(3,6) opk, dus3-3+p:6=3p 
9 +6p=3p 
3p=-9 
g8 
ec K:3x+py=3p geeft py =-3x + Ip 


3 EE 
== 
ki Pr 


3 
Dusrej= 
iks 

m: 2x + Sy= 10 geeft 5y =-2x + 10 


RE 
3 yersxt2 


Dusrc„ =$. 
k evenwijdig met m geeft rc, =rc 


Oa ky-a+2 
tan(a) =4 geeft a = 75,96...° 


Ly=dx+6 

tan(B) =-4 geeft B —-26,56.….° 

a—B=15,96...° —26,56...° =102,52...° = 102,5° 
Dus de gevraagde hoek is 180° — 102,5° = 77,5°. 


2-0 
brengend 
tan(a) =3 geefta = 33,69.….° 
5-0 
Ie 
2 De 


tan() =-2} geeftf =-68,19..° 
af =33,69..° —-68,19..° =101,88...° = 101,9° 
Dus de gevraagde hoek is 180° — 101,9° =78,1°, 
€ p:Wx+3y=6geeftJy=-2x +6 
yet 2 
tan(a) = & geefta =-33,69.….° 
q:y=8x-6 
tan(#) =8 geeft f = 82,87...° 
B—a=82,87..° —-33,69..° =116,56...° = 116,6° 
Dus de gevraagde hoek is 180° — 116,6° = 63,4°. 
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® fm +1 geeft fx) = 3x? 3 
fq)=3:2-3=9 
tan(a) =9 geeft a = 83,65...° 
EE: 
Zx) = V4x + 1 geeft g'(x) =4 NET Verl 


won 


2 2 
SO mor wp 
tan(p) =3 geeft f = 33,60... 

a =83,65..° — 33,69.° = 49,96... = 50° 
Dus de gevraagde hoek is 50°. 


»® 


d(A,B)= (3 —2p)? + (p + 1-07 = VO 12p + Ap? +p?+2p + 1= Sp? — 10p +10 


d(A,B)=5 geeft VSp?—10p+10=5 
kwadrateren geeft 
Sp? —10p+10=25 
5p?—10p-15=0 
p--2p-3=0 
@+Dp-3)=0 
p=-lvp=3 


e 


h di 
ï ï 
ï ï 
ĳ 1 
L Ĳ 
1 ï 
ï Ĳ 
Ĳ u 
1 ï 
Ĳ ï 
ï 1 
ï 1 


a, 
1 Ed 


d(A,B) <5 geeft 1 <p <3 

Voer in y, = /Sx? — 10x + 10. 

De optie minimum geeft x= 1 en y= 2,236... 
Dus de minimale afstand tussen 4 en B is 2,24, 


a 


d Het midden van het lijnstuk AB is M(H(2p + 3),}(0+p + 1) ofwelM(p +14, 1p +3). 


Mopx+y=6geeftp+ 1} +ip+}=6 
p=4 
pd 
® a k loodrecht op L: y= Ax +5 geeft rc, =3. 
kiy=3Xx+b 8 - 
doorA(2,3) pezen El 
b=3 
Dusk:y=3x — 3. 
Nn OE 
b 1e 0-3 3 
m loodrecht op 7, dus rc „=à. 
ed od 


2 5 
door B(-2,6) Zil +b=6 


Dus m:y= Xx +75. 
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€ _p loodrecht op g: 3x + 2y =6 geeft p: 2x — 3y=c. 


2x Jy=e 
door C(2,-4) 


Dus p:2x — 3y= 16. 


ema-a- same 


@ 2 De lijn m staat loodrecht op k en gaat door A(6,-1). 
rc, =2, dusre „==5 


my=iXtb ||. 
door A(6,-1) E] 


6+ 
+b 
b=2 
Dus m:y= dx +2. 


m snijden met k geeft 2x —3=-Ix+2 


Kr 


ere 


=2 
aen „Joe 2-2-3=1 


Het snijpunt is S(2, 1). 
UAR) =d(A,S)= VA — 67 +1 D= 16 +4 
gl 4 


be at 


y= Ad En derbi 


u 


20 =2/5 


door C(2, 1) 


Dus l:y=-x+3. 
De lijn 7 staat loodrecht op / en gaat door B(3, 5). 
Dus rc, = 1. 


ny=xtb } 3+b=5 
door B(3, 5) ps 


Dusn:y=x+2, 
n snijden met / geeft x+2=-x+3 


dB =d Tj= JG ) +25) = 21)? + telt NE 


Bladzijde 127 
OD a er BP - 2-25 

b De straal is gelijk aan d(A, B), dus r= (8 — 2)? + (2 —-3)? = V36 +25 = /61 
Dus cj: (x — 2)? + (y +3)? =61. 

c De straal is gelijk aan d(O, B), dus r = (8 — 0)? +(2 — 0)? = /64 +4 = /68 
Dus cz: (x— 8)? +(y — 2)? =68. 

d De cirkel heeft middelpunt 4 en raakt de y-as, dus r=x, =2. 
Dus c4: (x= 2? + (y +32 =4. 

e Het middelpunt M van cs is het midden van het lijnstuk AB, dus 
M(;(2+8),}(3+2)) =M(S,). 
De straal van c5 is de helft van d(A, B), dus r=5 ENGE 
est (x= 52+ (pt)  =h61 


ese 57+ (pt) = 


W3 
ak 
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f_De lijn / staat loodrecht op k en gaat door B. 
re, =3, dusre,=-} 


1 
ged tn 
door B8,2) f 359107? 


b=4î 


Dus L:y=-Ix +48, 
1 snijden met k geeft 3x — 6 Ax +43 


y=3x-6 
Het snijpunt is S(3,2; 3,6). 


fo=3-32-6=36 


De straal van c6 is d(B, S) = (3,2 — 8)? + (3,6 — 2}? = VC-4,8)° + 1,67 = 25,6. 


ee: (x= 82+ 9-2)? =25,6 


O a 22+ 6xt8p-11=0 
xt 6xty +8 11=0 
rt typt Bp 16-16-11 =0 
(2-32 -I+(y+4P-16-11=0 
3 +(p +42 36 
Dus het middelpunt is (3, -4) en de straal is 6. 

b 22+? +3 7y=0 

xy Ty=0 
2432 +2 Ty + 12} 124 =0 


(a+ 18)? 2 + (y- 35) — 124 =0 
(e+ 1)? + (y- 3)? = 148 


Dus het middelpunt is (15,34) en de straal is [145 


O a 22+ l6x+8p-1=0 
x2-l6xty +8 1=0 
x2- 16x +64 64+? +8p+16-16-1=0 
(a 8 64+(y+4-16-1=0 
@ 8 +(y+4)2=81 
Dus M(8,-4) en r=9. 


d(M,A) = [B — BP + 4-4)? = 25 +0 =5 <7; dus A ligt binnen de cirkel. 


b d(M,B)= 2-87 + (5-4 = V36 +81 = VII7 
d(B‚e)=d(M,B)-r= 117 —9 

e d(M,O)=N(3 — BP +(4—-4)P = 25 + 64 = [89 
d(C‚e)=d(M, Cy -r= BI —9 


© a Nr hd Ae 

a 16+y2-16+6y=0 
y+6p=0 
J+6)=0 
y=0vy=-6 

94 > Ype dus A(4, 0) en B(4, -6). 

xy -4xtbp=0 

x-dxty+6y=0 

x-dxtd-4tytbyt9-9=0 

2-4 (p+32-9=0 

(2? +(y+32=13 

Dus M(2,-3) en r= /13. 
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Lijnen en cirkels 


a 


De richtingscoëfficiënt van MA is 


, 4-2 
ky=-Sktb | 2, ee 
door44,0) f°5:**b=0 

2 +b=0 

b=2} 


Dus k:y=-Îx +23. 


De richtingscoëfficiënt van MB is ‚dus rc, = 
Ey=jxtb |, Dn 
door A(4,-6) } A tDe6 
B rb=6 
=-8 


Dus L:y=äx 8%. 


tan(a) =-3 geeft a =-33,69...° 
tan(f) =? geeft p= 33,69. 
B u=33,69.° —-33,60,,7 
Dus de hoek tussen k en / is 67°. 
ken / snijden geeft 5x — 85 

2x 26 

4x=34 


Dus S(85,-3). 
(MLS) = xs = 6 


dS.) =dM,S)—r= 6E NB 


De richtingshoek van de lijn CS is a. 
an 


sea 4 B 
Dus a=-11,88...° 


Beel 
=: elk =ì 
ICcu= Dd & dus rC raaijn =3- 


tan(a) 


De richtingshoek van de raaklijn in C is 
tan(p) = Â geeft f = 56,30... 

B—a=56,30..° —11,88...° =68,19..° = 68,2° 
Dus de hoek tussen de lijn CS en c in C is 68,2°. 


ee Dtp =5 
x-Mtl+y-4pt4=5 
pl 2x 4y=0 
y=-2x + p substitueren in x? + y? — 2x — 4y =0 geeft 
+ (-2x tp)? 2x AC 2x +p)=0 
x2+4r? —Apx tp? at 8x 4p=0 
5x? + (Ap +6)x+p?-4p=0 


D=(Ap +6)? 4-5: (p?— Ap) = lp? — 48p +36 — 20p? + 80p =-4p? + 32p + 36 


Voor raken geldt D = 0, dus -4p? + 32p + 36 =O 


p'-3p-9=0 
p+Dp-9)=0 
p=-lvp=9 


Dusp=-lvp=9. 


90 Hoofdstuk 7 


=ì =-? 
=5, dus re, =-5. 


2 


5 
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b y= 2x +g substitueren in x? +y? — 2x — 4y =0 geeft x? + (2x +q)? — 2x Ax +9) =O 
xe tat t4gxtg 2x Bx Aq =0 
Sa? + (4q — 10+? —4q=0 


D=(4q — 10)? —4-5-(q? — 4) = 16q? —80q + 100 — 204? + 80g =-4g? + 100 
Geen gemeenschappelijke punten, dus D <0. 
D=0 geeft 4? +100 =0 

-4g?=-100 

q°=25 

g=5vq=-5 


D<0Ogeeftg<-5vqg>5 ï 
e y= dx +r substitueren in x? +y? —2x— 4p =O geeft x? + (Jax +r)° — 2x Alda tr) =0 
titre 4r=0 
Ia? + (rr tr Ar =0 
D=(r-4P 4E (2 Are? Br + 16-512 + 20r= Ar? + 12+ 16 
Twee snijpunten, dus D > 0. 
D=0geeft-4r? +127 +16=0 
rP-3r-4=0 
r+D(r-4)=0 
r=-lvr=4 
D=-4r? +12 +16 


D>0geeft-l<r<4, 
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8 Goniometrie 


Voorkennis Periodieke verbanden en bijzondere rechthoekige driehoeken 


Bladzijde 130 20 +-10 
(1) a periode = 6, evenwichtsstand = 2 =S en amplitude =20 —5=15 
500 + 100 
b periode =6, evenwichtsstand = TE 300 en amplitude = 500 — 300 = 200 


Bladzijde 131 
O+ 


TAN TIZN \ 


o 4 /i 
A 


b 22-5:4=2, dus hop t=22 is gelijk aan hop t= 2 en dat is 1. 
33 —-8:4=1,dushopt=33 is gelijk aan hop t= 1 en dat is 3. 
35 —8:4=3, dus hop t=35 is gelijk aan hop =3 en dat is -1. 
1002 — 250 - 4= 2, dus h op t= 1002 is gelijk aan h op t= 2 en dat is 1. 


1 2 | 33 | 35 | 1002 
h ia} a 
ENEN CENT 
® ac- S geeft BC EN 2 =22 
ENG 32 _6V2 62 V3_ gE EN 


DF = 32 geeft DE = rr BRR 
LM=2 geeft LN=22 en KN=2-22=4V2 


PO= tg ORG 2 m8 =2V3,PR=2-3/3= 153 en 


BB 
INS _IN5 AW, 
Rn mi 


8.1 De eenheidscirkel 


Bladzijde 132 
Pi 
O 2 sin Z- fo = PQ, dus PQ = sin(65°) = 0,91. 
cos(a) = %. = vo = OQ, dus OQ = cos(65°) = 0,42. 
b P(0,42; 0,91) 


@ 2 ZPOQ=180°—115° =65° 
PQ =0,91, OQ = 0,42 en P-0,42; 0,91) 
b cos(115°) =-0,42 en sin(115°) = 0,91 
Dezelfde y-coördinaat en tegengestelde x-coördinaat, ofwel 
= cos(115°) en yp = sin(115°). 
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€ _ZPOQ =245° —180° =65° 
P(-0,42; -0,91) 
De GR geeft xp = cos(245°) en yp = sin(245°). 


Bladzijde 134 

®@ 2 sin0)=0 f_cos(270°) =0 k sinC-540°) =0 
b cos(0°)=1 g sin(360°) =0 1 _cos(1080°)= 1 
ce _sin(90°)=1 h _cos(360°) = 1 m sin(1980°) 
d cos(90°) =0 i sin(450°)=1 n_cos(-180°) 
e sin(270°)=-1 j cos(-90°)=0 o sin(990°)=-1 


@ P(cos(110°), sin(110°)) = PC-0,34; 0,94) 
O(cos(200°), sin(200°)) = Q(-0,94;-0,34) 
R(eos(-102°), sin-102°)) = R(-0,21;-0,98) 


‘S(cos(-50°), sin(-50°)) = S(0,64; -0,77) 
(5 ) eo =72° 2-72° =144° 3-72°=216° 4-72° =288° 


B(2cos(72°), 2 sin(72°)) = B(0,62; 1,90) 
C(2 cos(144°), 2 sin(144°)) = C(-1,625 1,18) 
D(2 cos(216°), 2sin(216°)) = D(-1,62;-1,18) 
E(2.cos(288°), 2 sin(288°)) = E(0,62;-1,90) 


© … Opt=lisa=d =45°, 
P(eos(45°), sin(45°)) = P(0,71; 0,71) 


b, folala2lslalslels|el|e|wlulw 
ze [o lorl 1 lorf o |-o7f … |-ozl o for 1 jor] o 
C Yp 
ed 
Oo j LPS 6 7 8 9 10 11 jk 
el ms 
Bladzijde 135 
a 


b #=180° — 30° =150° 


Bladzijde 136 
[2 } a xp =0,81, dus cos(a) = 0,81. 
De GR geeft cos" (0,81) = 35,9°. Dus a = 35,9°. 
b yp =0,94, dus sin(a) = 0,94. 
De GR geeft sin (0,94) = 70,1°. Dus a = 180° — 70,1° = 109,9°, 
€ Xp =0,26, dus cos(a) = 0,26. 
De GR geeft cos (0,26) = 74,9°. Dus a = -74,9°. 
d yp =-0,22, dus sin(a) =-0,22. 
De GR geeft sin""(-0,22) =-12,7°, Dus a = 180° + 12,7° = 192,7°. 
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® 7, =0,92, dus sin(a) —0,92. 
De GR geeft sin” (0,92) = 66,926...°, dus ap = 66,926...°. 
x= -0,87, dus cos(a) =-0,87, 
De GR geeft cos”!(-0,87) = 150,458.….°, dus ao 360° — 150,458...° = 209,541 … 
ZPOO =ag —ap=209,541...° — 66,926...° = 142,615...° = 142,6° 


8.2 Radialen 


Bladzijde 138 
© a omtrek cirkel = 2 
In de eenheidscirkel is r= 1, dus omtrek = 2x: 1 = 21. 
b Bij a = 90° hoort een kwart cirkelboog, dus lengte cirkelboog =}- 21 =J7 


draaiingshoek a 0° | 90° 180° | 270° | 360° 
lengte cirkelboog 5 | _0 dn ” | Br | 2x 
Bladzijde 139 
@ a Xp =cos(S rad) = 0,28 en yp = sin(S rad) =-0,96 
Dus P(0,28; -0,96). 
b xp= cos(6 rad) = 0,96 en yp = sin(6 rad) =-0,28 
Dus P(0,96; -0,28). 
€ xp = cos(20 rad) = 0,41 en yp = sin(20 rad) = 0,91 
Dus P(0,41; 0,91). 
Bladzijde 140 
® a afstand = jr geeft P(O, 1) 
b afstand = 7 geeft P(-1, 0) 
e afstand = 1}x geeft P(O, -1) 
Bladedge tn aL 180° 
® a in rad=}-180° —30° d 2rad=2 =114,6° g -2mrad=-2}- 180° =-420° 
Er 
b rif e 1imrad= 1}: 180° =225° h -2} rad= 24 =-133,7° 
o 
€ Inrad=2: 180° =360° f lj rade 1: 180 =71,6° 
360 8 
© a 360° — Togt rad= 2rrad g 75° =rgg rad rrd 1 ni 
210°=—n rad = Ii rad 
30 240 Re 6 
b 30° ag trad = órrad h 240° =Tggr rade Linrad E80 
=ö 
45 300 n -5° =—nrad=-nrad 
edet rad =- intrad ì 300° —reptrade län rad Eg 
540 
60 , 720 o 540° = 1807 rad =3nrad 
d 60 rap” rad = 37 rad j 720° = 1807 rad =4n rad 
p 1° =igrrad 
90 400 
eert rad = jn rad k 400° — aj * rad = 2} rad 


rl hs 
f 135 jagt ed ztrad 
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7 
® a 7e go Fred =0,12rad 


18 
b 18 rag trad =0,31 rad 


1,7 
dn 
180 


mrad = 0,03 rad 


-320 
-320°=— grad =- 
e 180 nrad =-5,59 rad 


180 


=513 1030 
= laden zl e= ss 
€ =51,3 180 nrad =-0,90 rad f 1030 180 mrad =17,98rad 
® roerin graden | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 135° | 180° | 240° | 315° | 360° 
hoekinradialen | O | iz | 5 In | a | rn | zn |z| lin | 2 
@ a cos(âr) =-0,50 e sin(fx) =0,59 cos(7,67) = 0,31 
b cos(2)=0,79 d sin(f) =0,72 cos(7,6) = 0,25 


@® a «=sin (0,92) = 1,17 
b a =cos (0,85) = 0,55 


Bladzijde 142 
® a vp =0,35, dus sin(a) =0,35 


De GR geeft sin (0,35) = 0,357… 


Dus a=n — 0,357. =2,78. 


@D xp =-0,32, dus cos(a) =-0,32 
De GR geeft cos (-0,32) = 1,896. 
Dus ap = 1,896. 
Yo = 0,88, dus sin(a) = 
De GR geeft sin" '(-0,88) 
Dus ag=n + 1,075. =4,217… 


88 


b xp=-0,35, dus cos(a) =-0,35 


De GR geeft cos '(-0,35) = 1,928. 


Dus a=2n — 1,928. =4,35. 


ZPOQ=ag ap =4,217.…. — 1,896... =2,32 


@ a Zie de figuur. 


Op 23 m hoogte, dus 23 — 16 = 7 m boven de x-as. 


sin(a)= 5, dusa = 0,485. 


Sanne is gedraaid over een hoek van 47 + 0,485... = 2,06 rad. 
b Sanne is gedraaid over een hoek van 21 — 2,06 = 4,23 rad. 


Bladzijde 143 


© EE 


VazsinG0, 
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a=sin""(55) = 0,84 
a=cos(1V2) = 1,21 


< 


0 
g goe Prada = 1,57 rad 


37 
h 57 = 
it 180 mrad = 0,99 rad 
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Gijn, 1) Er, 1) 


EN 
@ 
Nn 
a 


Gr, 1) (Er, 1) 


d De nulpunten zijn -2x, -n, 0, x en 2. 


ec De toppen zijn (-2n, 1), (-z, -1), (0, 1), (r‚, -1) en (2r, 1). 


d De nulpunten zijn - 1x, An, Sz en Ijn. 


Da } 


en 
Bi 


x 
® 
E) Bz 


A 


b Bij de draaiingshoek 47 geldt voor het bijbehorende punt P op de eenheidscirkel dat 
Xp = Yp, ofwel sin(a) = cos(a). 
De x-coördinaten van de andere snijpunten zijn - 13m, Ax en län. 
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8.3 Transformaties en sinusoïden 


Bladzijde 145 
®B a fa) =sin) 


J translatie (0, 2) 
Zx) =2 + sin(x) 
De evenwichtsstand is 2. 


b _flx)= sin(x) 


„ translatie (3,0) 
h(x) = sin(x —3) 


Bladzijde 146 
Da 


y=sin(x) 


J verm. x-as, 2 


y= 2 sin(x) 


L translatie (-3, 0) 
y=2sin(x+3) 


b 
y =sin(x) 
| verm. x-as, } 
y=} sin) 
J translatie (0, &) 
y=ksin@) +} 
c 
y =cos(x) 
{ verm. y-as, } 
y =cos(3x) 
JL translatie (4, 0) 
y= cos(3(x — 4)) 
d 


y= cos(x) 


1 
{ verm. x-as, 15 


y= lj cos(x) 


L verm. y-as, 4 


y= lEeos( 
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1 
5x, 


evenwichtsstand 


0 


0 
evenwichtsstand 


0 


1 
5 
evenwichtsstand 
0 


0 
evenwichtsstand 


0 


e_fle) =sin(x) 
L verm. x-as,4 
kx) =4 sin(x) 
De amplitude is 4. 
d_{@)= sin) 
J verm. y-as, 
Ux) =sin(Sx) 


De periode is En =in. 


amplitude periode beginpunt 

1 2 (0,0) 

2 21 (0,0) 

2 21 (3,0) 
amplitude periode beginpunt 

1 2n (0,0) 

E 2n (0, 0) 

5 2 (0,5) 
amplitude periode beginpunt 

1 2 (0, 1) 

1 2 (0) 

1 ld 4, 1) 
amplitude periode beginpunt 

| 21 (0, 1) 

1E 21 (0, 11) 

Ie 8n (0, 1) 


Goniometrie 


97 


Bladzijde 147 
(27E 


y= cOs(x) 

LJ verm. x-as, 1,2 
y= 1,2cos(x) 

| translatie (iz, 0) 
y=1l2cos(x— Jr) 

J translatie (0, 5) 
y=5+1,2cos(x— tn) 


y= sin(x) 

Ll verm. y-as, 5 
y=sin(dx) 

L translatie (47,0) 
y=sin((r +42) 

| translatie (0; 0,4) 
y=0,4 + sin(t(x +7) 


y= cos(x) 

L verm. y-as, ï 
y= cos(3x) 

{ translatie (-1,4; 0) 
y=cos(3(x + 1,4)) 

| verm. x-as, 0,29 


y= 0,29 cos(3(x + 1,4) 


y= sin(x) 

Ll verm. x-as, 2 
y=2sin(x) 

} verm. y-as, } 
y=2sin(3x) 

} translatie (4x, 0) 
y=2sin(3(x-}7)) 

L translatie (0; -0,8) 
y==0,8+2sin(3(x—}z)) 
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evenwichtsstand 
0 


5 
evenwichtsstand 


0 


0,4 
evenwichtsstand 


0 


0 


evenwichtsstand 


0 


amplitude 


1 


1,2 


12 


1,2 
amplitude 


1 


1 
amplitude 


1 


0,29 


amplitude 


1 


periode 
27 


27 


2 


2n 
periode 


Un 


10n 


10r 


107 
periode 


27 


2 
37 
periode 


2n 


27 


vom 
a 


beginpunt 
(0, 1) 


(0; 1,2) 
(km; 1,2) 


(&m; 6,2) 
beginpunt 


(0,0) 


(0; 0) 


iz; 0,4) 
beginpunt 


(0, 1) 
(0, 1) 
CL4 1) 


C1,4 0,29) 
beginpunt 


(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

Gr,0) 


(tm;-0,8) 
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@ y= sin) 
J verm. y-as, 3 
y= sin(x) 
\ translatie (4; -1,5) 
y==L5 +sin(t(x-4)) 
ï 
3 


Dus f(x) =-1,5 +sin(}(x—4)). 


@® a y= cos) b y= cos(x) 
J translatie (47,4) J verm. x-as, 3 
y=4+cos(x- kr) y=3cos(x) 
L verm. x-as, 3 translatie (br, 4) 
y=3(4+cos(x—r)) y=4+3cos(x- kr) 
ofwely = 12 +3 cos(x— }z) Dus g(x) =4 +3 cos(x— 


Dus f(x) = 12 + 3cos(x—\r). 


® a y=sinx) 
J translatie (bn) 
p=brsinlede) 
b De grafiek van f snijdt de lijn van de evenwichtsstand in de punten 
(ár), (lk, -5) en (Ar). 
c De toppen van de grafiek van f zijn (37,5), (lân,-13) en (24, ;). 
d De afstand AC is gelijk aan de periode, dus 2. 


@ fo) 3 +4sin(x in 
J translatie (ân,-5 
y=-5+3+4sin(x tin dr) 
ofwely =-2 + 4sin(x + }r:) 


Dus m= èn en n=-S is een mogelijke combinatie van m en n. 


® a evenwichtsstand amplitude periode 


y=sin(x) 0 1 2n 
| verm. x-as, 3 
y=3sin(x) 0 3 27 
{ translatie (Sm, 2) 
y=2+3sin(x- kr) 2 3 21 
b g(x) =4+2sin(x— Ir) 
evenwichtsstand 4 
amplitude 2 
periode 21 
beginpunt (l7,4) 
c hx) =sin(3(x dr) 
evenwichtsstand 0 
amplitude 1 
periode 37 


beginpunt (£z,0) 


®@ Noordhoff Uitgevers bv 


kn). 


beginpunt 
(0,0) 


(0; 0) 


Gr, 2) 


Goniometrie 


99 


Bladzijde 151 

® fa) =-2+ sin(x +1) =-2 + 3sin(3(x +) 
evenwichtsstand -2 
amplitude 3 


A 
periode 5-= in 


beginpunt Gin, -2) 


1 


2, 


gal 


El 
EP 


ĳ 
Li+ 


© fa) = 1 +Zeos(2x + kr) =1 +Zeos(2(x+ dr) 


evenwichtsstand 1 
amplitude 3 


21 
iode <= 
periode 


beginpunt (-47,4) 


Ba 4-40 +25sin(a(t— 14) 


evenwichtsstand 40 
amplitude 25 


ER; 
periods Ee 2 


beginpunt (15,40) 


o 
b Voer in y, =40 + 25sin(n(x — 1})) en y= 30. 


Intersect geeft x = 0,63, x= 1,37, x = 2,63, x= 3,37, x = 4,63 en x= 5,37. 


A <30 geeft 0,63 <t< 1,37 v 2,63 << 3,37 v 4,63 <1 < 5,37 
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ce De grafiek heeft de grootste helling in de snijpunten van de grafiek met de lijn van de evenwichtsstand. 
Dit is bijvoorbeeld bij t= 15. 


De optie dy/dx geeft 2) =78,5. 
de Ie 


Dus de grootste helling van de grafiek is 78,5. 


© net eosfje(e IJ) P 
evenwichtsstand 35 


amplitude 1} à (\ 
2 á 


periode ig 3 


dd (4,5) a Sj NEf 


o 1 2 3 4 5 6 7 EN 9 
b Voer in y, = 1} cos(än(x —})) + 3} en y,=4. 

Intersect geeft x = 1,09, x= 2,91, x= 4,09, x= 5,91, x= 7,09 enx=8,91. 

N>4geeft0O<t<1,09 v2,91 <1<4,09 V5,I1 <t<7,09 VBI <tS 10 


ec De optie dy/dx geeft [2] = 2,720... 
dx x=0 
De gevraagde helling is dus 2,72. 
d De grafiek heeft de grootste helling in de snijpunten van de grafiek met de lijn van de 
evenwichtsstand. 
Dit is bijvoorbeeld bij f= 2,75. 


De optie dy/dx geeft [2] =3,141.… 
dx Je -275 


Dus de grootste helling van de grafiek is 3,14. 


b_ Van de grafiek van f(x) =2 + 3sin(x) is de amplitude 3 en 
van de grafiek van g(x) = 2 — 3 sin(x) is de amplitude 3. 


Bladzijde 152 
©® a fa) 1-2sin(2x Ar) — 1 — 2sin(2(x 7) 
evenwichtsstand 1 
amplitude 2 


2x 
periode a =1 


-2 <0, dus grafiek dalend door het punt (}z, 1). 
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b g(x) =-2- cos (xx) 
evenwichtsstand -2 


amplitude 1 
periode 2 
=1 <0, dus (47,-3) is een laagste punt van de grafiek. 
bj 
x 
o F3 ES an 


® a hx) =5—3sin (bro) 
evenwichtsstand 5 
amplitude 3 


x 
periode zE =8 
47 


=3 <0, dus grafiek dalend door het punt (0, 5). 


b kx) =3— 4 cos(nx) 
evenwichtsstand 3 
amplitude 4 


a R_ 
periode E =3 


=4 < 0, dus (O,-1) is een laagste punt van de grafiek. 
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8.4 Formules van sinusoïden opstellen 


Bladzijde 154 
@® a evenwichtsstand 3 
amplitude 2 
periode 7 


Bladzijde 155 


@ a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x=, dus y= 1 — 25 sin(i}(x-z)). 


b Een laagste punt is (0,-14), dus y= 1 — 2}cos(l}x). 


@ a De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x= 3, dus y= 1 +24 sin(}r(x- 1). 


b Een laagste punt is (O,-14), dus y= 1 — 2} cos(4rx). 


maximum + minimum _ glad 4 
2 2 2 


@® a a —evenwichtsstand = 


b = amplitude = maximum — evenwichtsstand =3} —2= 1} 
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x=} en x= lijn. 


Pp 
De periode is ln — jn = 7, dus ener 


Stijgend door de evenwichtsstand bij x=}, dus d= jn. 
Dus y=2 + 1}sin(2(x—J7)). 
b Een hoogste punt is (À7, 34), dus y=2+ lb cos(2(x—àz)). 


Bladzijde 156 
n maximum + minimum 4+-2 2 
@ a a =evenwichtsstand= Tg 1 
b = amplitude = maximum — evenwichtsstand =4 — 1 =3 


Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x= 2 enx=5. 


De periode is 5 -2=3,duse=  =r. 


Stijgend door de evenwichtsstand bij x= 2, dus d= 2. 
Dus y= 1 +3sin(?r(x-2)). 


b De grafiek gaat dalend door de evenwichtsstand bij x=}, dus y= 1 — 3sin(3x 


(45) a De periode is 5 en de evenwichtsstand is 2. 
De grafiek snijdt y= 2 voor x =0. 
Een top ligt een kwart periode rechts van een snijpunt met de evenwichtsstand, dus 
x=0tde5e= 1d. 
maximum + minimum 6+-2_ 
2 2 
b = amplitude = maximum — evenwichtsstand =6 —2=4 
Stijgend door de evenwichtsstand bij opvolgend x =O en x= 5. 


2 
De periode is 5—0=5, duse= Gin. 


b a =evenwichtsstand = 


Een hoogste punt is (15,6), dus d= 1. 
Dus y= 2 +4cos(âr(x — 15). 

c Een laagste punt is (33,-2), dus d= 35. 
Dus y=2- 4cos(@n(x— 34). 
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maximum + minimum _175+25 200 


@® a a =evenwichtsstand = E 5 5 100 
b= amplitude = maximum — evenwichtsstand = 175 — 100 =75 
Door de evenwichtsstand bij opvolgend =4 en t=9. 
2 
De halve periode is 9 — 4 =S, dus periode = 10 en dit geeft c= =in. 


Stijgend door de evenwichtsstand bij f= 4, dus d= 4. 
Dus N= 100 +75sin(tn(t—4)). 


b Een hoogste punt is (65, 175), dus N= 100 +75 cos(ir(t—6})). 


Bladzijde 157 
@ a Voer in y, = sin(x) + sin(x — Jz). 
De optie maximum geeft x= 2,0943.… en y = 1,7320.…., dus A(2,094; 1,732). 
De optie minimum geeft x= 5,2359.… en y =-1,7320.., dus B(5,236; -1,732). 


Vat ya _ 1,7320 1,7320.…. 
2 


b evenwichtsstand = 
amplitude = 1,7320… — 0 = 1,732 
periode = 24xg —x4) =2(5,2359.. — 2,0943…) =2- 3,141. =2n 
e De optie zero of ROOT geeft x = 0,5235.…, dus x= 0,524. 


2 


) 
d periode = 21 geeft e= D=1 
2n 


Dus y= 1,732 sin(x — 0,524). 
A(2,094; 1,732) is hoogste punt, dus y= 1,732 cos(x — 2,094). 


Bladzijde 158 
@ a Ben hoogste punt is (2,16; 2,61), dus d= 2,16. 
y=-l+3,6lcos(x— 2,16) 
b Voer in y, =2 + 3sin(x) +3 —2sin(x Ir). 
De optie maximum geeft x = 0,982. en y = 8,605. 


De optie minimum geeft x= 4,124. en y= 1,394. 
8,605... + 1,394. 
EE 5 


b= 8,605... — 5 =3,61 
} periode = 4,124. — 0,982. —3,141…, dus 


periode is 2, dus c= EL 
2n 


=l 


Voer in y,=5. 
Intersect geeft x= 5,695…, dus d= 5,70. 
Dus y=5 + 3,61sin(x — 5,70). 


@ a fo =1+2sine) 
evenwichtsstand 1 3 
amplitude 2 f 
periode 27 
beginpunt (0, 1) 
8) =1 + 3sin (a — kr) 
evenwichtsstand —1 üpetetestfdekNAders 
amplitude 3 
periode 2 
beginpunt (}x,-1) o f Ed 


ay 


Y 
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b Voer in y, = 1 + 2sin(x) en pz =-1 + 3sin(x —}x). 


Intersect geeft x = 2,62 en x = 4,05. 
fa)>ga)geeft0 <x<2,62 v 4,05 <x Sn 

Voer in y3 =| +3 

s(x) =a + bsin(e(x —d)) 

De optie maximum geeft x = 2,209. en y = 4,358. 
De optie minimum geeft x= 5,350... en y =-4,358.… 
4358. +435. 


5 2 

b=4,358.… — 0 =4,36 

3 periode = 5,350... — 2,209. =3,141... =n 
nn _M_ 


oe periode 2 
De optie zero of ROOT geeft x = 0,638…, dus d = 0,64. 
Dus s(x) = 4,36 sin(x — 0,64). 


Bladzijde 159 
@ a Voer in y, = 2eos(x) —3, vj = cos(a — kx) — 2 en y; =| +3. 


b 


De optie maximum geeft x = 0,255. en 
De optie minimum geeft x = 3,397. en y 
s(x) =a + beos(e(x — d)) geeft 
2220241797. 10, 
2 2 
b=-2,202.…. —-5=2,197.. =2,80 
} periode = 3,397. — 0,255. = 3,141. =, dus periode = 21. Dit geeft c= z =|. 
7 


d = 0,255. = 0,26, want (0,255. -2,202..) is een hoogste punt van de grafiek. 
Dus s(x) =-5 + 2,80 cos(x — 0,26). 
Voer in 7; =| — 2. 
De optie maximum geeft x = 5,782. en y = 0,473... 
De optie minimum geeft x= 2,641 … en y =-2,473.… 
vx) =a + bsin(e(x —d)) geeft 

04424. 2, 
en 2 TE 
b=0473..—-1=1,473... = 1,47 


x 
3 periode = 5,782... — 2,641. = 3,141. = ‚dus periode = 2n. Dit geeft c= ee =|. 
TL 


a= 


Voer in y‚=-1. Intersect van y; met y‚ geeft x= 4,211…, dus d= 4,21. 
Dus v(x) =-1 + 1,47 sin(x — 4,21). 


Voer in y, = sin(x) + cos(2x — 1). 

De optie zero of ROOT geeft x = 1,8645…, x = 2,7999…, x= 5,0061… en x= 5,9415.… 

fx) < Ogeeft 1,865 <x < 2,800 v 5,006 <x < 5,942 

De optie maximum geeft x = 0,7614..…. en y= 1,3424.… 

De optie minimum geeft x = 2,3322.…. en y= -0,3424.… 

1,3424.… +-0,3424... 
2 

b=1,3424... —} =0,8424... = 0,842 


L periode = 2,3424… — 0,7614... = 1,5707.…., dus periode =2: 1,5707… =3,1415.… =n. 
Dit geeft c= z =2. 


evenwichtsstand = 


Voer in y, =0,5. Intersect geeft x =3,1176…., dus d= 3,118. 
Dus y=} + 0,842sin(2(x — 3,118). 
Een hoogste punt is (0,761; 1,342), dus y= À + 0,842 cos(2(x — 0,761). 
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8.5 Goniometrische vergelijkingen 


Bladzijde 161 
@® a De hoogtelijn CD deelt AB in twee gelijke stukken. 
Dus AD=BD =|. Ee 
De stelling van Pythagoras in AADC geeft CD = VAC? —AD?= 22 — 12 = 4-13. 
D AD 
b In AACD geldt sin(60°) = sin(4A) =—— 2 =5 3 en cos(60°)= cos(Z4) = PIE ei 
N 4 CD_3 
e In AACD geldt sin(30°) = sin(ZC) == =} en cos(30°) = cos(£C) = Pres 13 


d De stelling van Pythagoras geeft AC = ge +BC= [12+ 2= Vl +12. 
Ï 1 
GLi 


BC 
sin(45°) = sin(ZA)= = =e = 


AC OR BER 2 
AB NJ 
45°) = cos(LA) =S 
cos(45°) = cos(Z A) AC 
Bladzijde 162 
® à sini) 17 d cos(läx) =} 
b cos(ije) =-N toate 
e sin(1}z) =JV3 f_sin(-ln) =1V2 
@ a sina) =I3geefta= in va=} d cos(a) =Ogeefta= in va= lin 
b cos(a) =} geefta=in va= lin e cos(a) =i3geefta=in va=lèr 
e sin(a) =A2geefta= In va= In f_cos(a) =i2geefta= in va= jn 
D ® Ir-r, In, Ann, lijn, 2, rn, … 


Bladzijde 164 
(se) a sin(3x)= 1 


I= in the 2 
1 À 
x=ntkein 


xin[O, 2x] geeftx = in vax= ir vx= lin 


geeftr=0 vain vaan vae= ka van 


e sin) =1 
sin(x) = 1 v sin(x) =-1 
x=intk-2nva=lintk:2n 


i 2 =l =1} 
xinl0, 2x) geeftr= jn vax= lijn 


d sin(}x) =-1 


drm lin +k: 2n 


x=Untk:Än 


xin[O,21) geeftx = 27 
e sin(3x — An) = 

3e ineke 

Ix=intken 

x=intkein 


xin[O, 2x) geeftx=gr vain vam dr ven lin va= jn vee ln 
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sin(rx) =-1 

mee ljn tk: 2 

x= +k:2 

xin(0,2x] geeftx= 1} vx 3} vx = 55 
cos(3x) =0 
Ix=intken 
x=intkein 


geeftx= bn va=invaeinva=linveeljnve=ljn 


geeftx=Ovar=invaen vee lin va=2n 


cos(2x) =1 
cos(2x) = 1 v cos(2x) =-1 
=k-2WnvAx=ntk2n 


geeftx=Ovx=nva= nva inve= jn 


zl 

“2 

k-Sn 

geeft geen oplossingen 


cos(2x — lx) =0 


ein jrtken 
Meeintken 

= LE 
x= gntkejn 


xin{O,2n] geeftx= in va= in va= in vre jn 
cos(2x) =-1 

2nx=ntk:2n 

x=itke1 


xin[0,2n]geeftx=} vx= li va vx 3 va 4 vx Sj 


3sin(2x + Ax) =0 
sin(x + lr) =0 
etin=ken 
eehntken 


=els ‚k 
x= grtkein 


=L =d =S == 
BAVA= TVA DVA rt 


xinl-n,n] geeftx= 
Zcos(3x ir) =0 


kid 


cos(3x — kx) =O 
3x ini tken 
Ied tken 

1 


x=intkein 


xin[-n‚n] geefix= An vx=- Sn van ve=inva= hnva= tn 
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e sin(äx+ ba) =-1 


Patinir tk: 2 


d cos(llx—z) =-1 
Bx-n=ntk:2n 
x= 2 +k: 21 
Bx=k:2n 

x=k: lr 
xin[-r‚z] geeft x=0 
sin (2x) = 
sin(2x) =1 v sin(2x) =-1 

ein tk-Unv2ee lin tkn 


) 


x=intkenva=intken 

xinl-n,‚n] geeft x= dn vain va=hnva=dn 
f_cos?(dx) =1 

cos(Jx) = 1 v cos(Jx) =-1 

ix=k-2nvix=n tkn 

x=k:4nvx=dntk An 

xin[-z‚n] geeft x=0 
g sin(inx) =0 

bm=ken 
ek 
xinl-a,n]geeftx=-2vx=0vx=2 


h cos(llmx +7) =0 
Bmta=intken 
nein then 


=kkE 
Z= z+h:5 
xin[-x‚x] geeft 
x=3vx= vre vrerlvaehvaebveelveel 


@® a 2sinx)-cos(2x) =0 
sin(x) =0 v cos(2x) = 0 
x=knv2x=intken 
xekenveeintkin 
xin(0,2x] geeftr=Ovx=n vam nva inva in vee lin vee lin 
De nulpunten zijn 0,47, àx, , Lin, 1âx en 2n. 
2-2 4 


bate 
ad Brin 7 
4 
=axe | 4 
verrtb gintbe2 
Le —’ 
ACGr2) } ype 
b=4 


Dus AB:p=Âx=4. 
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Snijden met de x-as geeft Ee =4=0 


ek 
7 
x= 
Dus de lijn door 4 en B snijdt de x-as in (xt, 0), een van de snijpunten van de grafiek van f 
met de x-as. 
e flim) =2sin(kr) -cos(Jn) 2-4 -}=}, dus C op de grafiek van f. 


film) =2sin(lkr) -cos(2ix) =2--}-} =d, dus D op de grafiek vanf. 


Dus de lijn door C en D snijdt de x-as in Gr, 0), dat is geen snijpunt van de grafiek van f met de 
x-as. 


Bladzijde 165 
@ #0) =sin(2-0— Jm) =sinCAx) =H 3, dus A(0,-443). 
fx) =Ogeeft sin(2x —{n) =O 
anker 
Me zntken 
x=gntke dn 


xin[O, 2) geeft x= in vain van lin vax= lin 
Dus B(2n,0). 
De grafiek van f'heeft een top als sin(2x — Jr) = 1 


2e in=intk:2n 
Wink: 


EN B 
x=grtken 


xin[0,2n] geeft x= An va= lijn 
Dus C(Lön, I). 


Ek 


lie Irini Am 
4 

=d 

EN Ô zeit b=0 

B(2,0 
CORE 


4 
DusBC: y= gb 
ud 


BC snijden met de y-as geeft het punt (0,-5). 
De lijn door B en C gaat dus niet door A. 
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@® a x= {xr geeftsin(ln) —},dus x= jr is een oplossing van sin(x) =} 
b x= 2 geeft sin(2}x) = sin (tr) —}, dus x — 2} is een oplossing van sin(x) =}. 
x= 4 geeft sin(4}r) = sin(x) —}, dus x= Aln is een oplossing van sin(x) =5. 


e x= èn geeftsin(ix) =$, dus x= Èn is een oplossing van sin(x) =}. 


d x= in geeft sin(2är) =— sin(Àr) =}, dus x — Zr is een oplossing van sin) =}. 
x=-lkn geeftsin(-1lz) = sin(ix) = 4, dus x—- Ilm is een oplossing van sin(x) =. 
Bladzijde 166 
@ a 2sin(Jx) =1 


sin() =} 
Ja=bntkenvix=intk:2n 
x=intkr4nvaelintk:4n 
xin[0,2n] geeft x= in vax= län 
b 2cos(x-— dr) =1 
cos(x— la) =} 
xin=intk-2nvadn=-in+tk:2n 
x=intk-mvaek:2n 
xin[0,2x] geeft x=} va 0 vax=2n 
2sin(2x — Jz) =-V3 
sin(2x — 47) =-AN3 
n= lin tkn vei 
=lEntk-Unv2r=hrntken 


e 


An tk:2n 


=d 5 =d p 
=gttkenva=ggntken 
xin[0,2x] geeft x= Br va lin vain va= län 


1 


d 2cos(3x— 7) = 
cos(3x — 7) =-5 
Jan=intknvde ne intk:2n 


I= lin tk: 2nv x= dnt ken 


=i „2 =l „2 
x=gntkeinvaegntkein 


@ a 2sin(2x- in) 2 
sin(2x— ln) = 12 
ein intkUnveinedntk: 2 
ee ng 


=Ántkenveelintken 


ijn geeftx= dn vx= ln vain vx 
b 2cos(3x—}x) = 3 

cos(3x — Ar) 13 

Jadn=dntke2nvIn n= ink 2n 

Ir=intk-2nvixeintk-2n 

xedntkeinvandntkein 


xin[O,2r) geeft x= jn vain va= lin ved va dnva= lin 
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e sia) 47 
I= lin tk-mvix= ink: 
x= intke3nva= ink: 3n 
xin[O, 2x] geeftx = 1jx 
old 
Ja=intk-2nvia= in tk: 
x=lintkranva=-lintk:4n 


xin[0, 2x] geeftx = 127 


@ a Asin(x Sr) -cos(x-z) =0 

sin(x — 4x) =0 v cos(x — 47) =0 

—in=k: —_in=d N 
xnekenvansnegntken 
x=intkenvaeintken 

& pn | ik == _=Ís 
xin[0,2n] geeftx=in va= in vain va= jn 
De nulpunten zijn 3, èn, jm en lôn. 


b Voer in p, =4sin(x — ix) - cos(x — Ir). 
De optie minimum geeft x = 0,261. en y =-2. 
De optie maximum geeft x= 1,832... en y= 2. 


s ZD 
evenwichtsstand = En =0,dusa=0 
b=2-0=2 
i ld 2n 
periode = ln gt duse= = 
stijgend door de evenwichtsstand voor x =$, dusd = jr 


c Uit vraag b volgt dat f(x) = 2 sin(2(x — Jz). 
f69=1geeft 2sin(2(x—J7)) 1 


sin(ale4r)) 4 

2x dn) = bn +k 2n v lx br) -Ôn tkn 
x-in=bntkenvain=intken 
x=dntkenva=intken 


xin[O,2n] geeftx An va= ln vr=inve= lin 


8.6 Toepassingen van sinusoïden 


Bladzijde 168 
® a Voeriny, =2+3sin(in(x-1)). 


Vazzegrint SKK), 


B _IEXE]:Shom coordinates 
PE=2r Sain CB) 


EEE vas 


De optie maximum geeft x= 3,5 en y = 5, dus het hoogste punt is (3,5; 5). 
b TRACE of Y-CAL geeft y = 3,45. 
e Voer in y, = 3,6. 

Intersect geeft x= 1,895. = 1,90 en x = 5,104... =5,11. 
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Bladzijde 169 
® a vx = evenwichtsstand + amplitude =5 +2=7 


De periode is 2e ==, 
Ss 
y is maximaal een kwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus y is 
maximaal voor x= 0,8 +}: 5=2,05. 
b Yin = evenwichtsstand — amplitude =5 —2=3 
y is minimaal driekwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus y is 
minimaal voor x=0,8 +}: 5 =4,55. 


Voer in y, =5 + 2sin(èn(x —0,8)). 
TRACE of Y-CAL geeft y = 3,01. 
d Voer in y,=6. 

Intersect geeft x = 1,22 en x = 2,88. 
TRACE of Y-CAL geeft y = 3,31. 


e 


© 


waste [ON 
el 1,60. 
f_De helling is [2 | , „60. 


g De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. Dat is bij x= 0,8. 


d. 
De maximale helling is [2] =2,51. 
dx Joos 


@® a P=25+6sin(ig — 1) =25 + 6sin(k(q —2)) 
P, 


max 


= evenwichtsstand + amplitude =25 + 6 = 31 
x 

De periode is En =án. 
E 


P is maximaal een kwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus P is 
maximaal voor q =2 +1 (= 5,14). 
b Pin = evenwichtsstand — amplitude = 25 — 6= 19, 
P is minimaal driekwart periode nadat de evenwichtsstand stijgend is gepasseerd, dus P is 
minimaal voor q=2 + 37 (= 11,42). 
Voer in y, =25 + 6sin(Ex— 1) en y‚ = 30. 
Intersect geeft x= 3,970... en x= 6,312. 


e 


P 


Dus P> 30 voor 3,97 <q < 6,31. 
d De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. Dat is bij q = 2. 


De maximale helling is [2] =3, 
dr I-2 


@® a Non =evenwichtsstand + amplitude = 30,8 + 6,3 = 37,1 
N is maximaal voor t= 5,1. 
b Non = evenwichtsstand — amplitude = 30,8 — 6,3 = 24,5 


2 
De periode is 5 = 15. 
15% 


N is minimaal een halve periode na een hoogste punt, dus N is minimaal voor 
t=5,1-}-15=12,6. 

Voer in y, =30,8 + 6,3 cos(Ar(x =5,1)). 

TRACE of Y-CAL geeft y = 34,82. 

Dus N= 34,82, 


a 


112 Hoofdstuk 8 '@ Noordhoff Uitgevers bv 


d Voer in y, =35. 
Intersect geeft x = 3,092. en x= 7,107. 


PA 


OT 300 7 
Dus voor 3,09 <4 < 7,11. 


d 
e Helling = [2] =-2,34. 
dx Je 10 
f_De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. Dat is bij 
t=5,1—F-15=1,35. 
ë EN 
De maximale helling is | — =2,64. 
X Ie 135 


@ a evenwichtsstand is 12 —4= 8 
amplitude is 4 
periode is 18 —3= 15 
Stijgend door de evenwichtsstand een kwart periode voor een hoogste punt, dus bij 
x=18-5-15=148, 


Dus y=8+ 4sin(Ar(x —141)). 

b amplitude is 812 — 650 = 162 
Stijgend door de evenwichtsstand een kwart periode voor een hoogste punt, dus bij 
x=l6-}-48=4, 


2 
Dus y= 650 + 1ersinf sce n ») = 650 + 162sin(Ar(x-4)). 


evenwichtsstand is ed = 180 

amplitude is 250 — 180 = 70 

De halve periode is 26 — 2 = 24, dus de periode is 48. 

Stijgend door de evenwichtsstand een kwart periode na een laagste punt, dus voor 
x=26+12=38, 

Dus y= 180 + 70sin(An(x — 38)). 


a 


Bladzijde 170 
@D a 1 maart heeft dagnummer 60 en 18 mei heeft dagnummer 138. 


Voer in, =17 + Bsin( zes = 10) 


x= 60 geeft y, = 10,933.…., dus op 1 maart is de gemiddelde dagtemperatuur 10,9 °C. 
x= 138 geeft y, = 20,708.…, dus op 18 mei is de gemiddelde dagtemperatuur 20,7 °C. 
b Voer in y,= 12, 
Intersect geeft x = 70,780.… en x= 331,719.… 
Bij n=71 hoort 12 maart en bij n= 332 hoort 18 november. 
Dus tussen 12 maart en 18 november is de gemiddelde dagtemperatuur meer dan 12 °C. 
e De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. Dat is bij n= 110. 


De grootste snelheid is [2] = 0,137. °C/dag=7 : 0,137. = 0,96 ®C/week. 
x= 110 
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Bladzijde 171 


@ a De langste dag duurt 11,9 + 6,1 = 18 uur. 


b Het verschil is 2 * 6,1 = 12,2 uur = 12 uur en 12 minuten. 
€ 1 maart geeft n= 60. 

n= 60 geeft L= 9,841…, dus 9 uur en 50 minuten. 
d De periode is 365 dagen. 

L is maximaal voor n = 80 + di “365 = 171,25. 

Bij n= 171 hoort 20 juni. 


e De helling is maximaal als de grafiek stijgend door de evenwichtsstand gaat. Dat is bij n = 80. 


d. 
De grootste snelheid is 4 = 0,105. uur/dag = 3600 : 0,105. = 378 seconden/dag. 
X Jr 80 
16+8 
= =12 
aa 2 

b=l6-12=4 

Am, 
epe 


de-l+1-12=2 
b Voer in y, =12+4sin(trn(x—2)) en y= 15. 
Intersect geeft x = 3,619. en x= 6,380... 
6,380... — 3,619. = 2,760... maanden is 2,760... + 30 =82,819.… dagen 
Dus gedurende 83 dagen is de daglengte meer dan 15 uur. 
e Bij 21 maart hoort t= 2 en bij 21 februari hoort t= 1. 


dy dy 
rel =2,09.…. De = sea 
il. ik afl hik 


Dus op 21 maart neemt de daglengte sneller toe dan op 1 februari. 
d Bij 1 april hoort t= 245. 


De snelheid is [2] 
dx 


Bladzijde 172 


® a De evenwichtsstand is 7. 


De amplitude is 3. 

De minimale hoogte is 7 — 3 =4 m en de maximale hoogte is 7 +3 = 10 m. 
b Voer in h=3sin(dbrx) +7 eny,=8. 

Intersect geeft (onder andere) x = 3,234. en x= 86,754.…. 

De lengte van het gebouw is 86,754.… — 3,234. = 83,509… = 84 meter. 


Bak 


e De evenwichtsstand is cha 
De amplitude is 2. 
Uit de gegevens volgt dat à - periode =— 48, dus de periode is $- 48 — 64. 
Kies de oorsprong zo, dat d =0. 


x: 
Dit geeft h=6 + inf sgr) =6+ 2si 


) 


Bladzijde 173 


@a Voer in y= 3 + 3sin(0,469x) en y, — 3,8. 


Intersect geeft opeenvolgend x = 0,575. en x= 6,122. 
De breedte van het blokje is 6,122. — 0,575. = 5,547. = 5,5 cm. 
b De stelling van Pythagoras geeft QS = /67° + 55? = 86,683.… 


86,683…. x 
De periode is TE 17,336.. Dit geeft c= en 0,3624.…. 


17,336... 
De amplitude is 3. 
De grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand voor x =0. 
Dus y=3 + 3 sin(0,362x). 
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=2,055.… uur/maand = 2,055... + 3600 : 30 = 247 s/dag. 
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Bladzijde 174 
É … 0,70 
@® a De evenwichtsstand is Eni 0,35. 
De amplitude is 0,70 — 0,35 = 0,35. 


5 x 
De periode is 10, dus c= 5 = in. 


De grafiek gaat een kwart periode na het laagste punt stijgend door de evenwichtsstand. 


Dus voor x= 2,5. 
Dit geeft y= 0,35 + 0,35 sin(Ln(x—2,5)). 


b ‘Voer in y, =0,35 + 0,35sin(tn(x—2,5)). 


dx 
De maximale helling is dus tan (0,219...) = 12,4°, 


€ Volgens Alex is de periode 14 m, dus c= EE =in. 


d 
[2] = 0,219... dus de tangens van de maximale helling is 0,219... 
x= 2,5 


De grafiek gaat een kwart periode na het laagste punt stijgend door de evenwichtsstand. 


Dus voorx=3,5. 
Dus y=0,35 + 0,35 sin(Lu(x — 3,5). 


dy 
Ean zi ce 
EJ de 


De maximale helling is dan tan (0,157...) = 8,9°. 
Dus Alex heeft niet gelijk. 


Diagnostische toets 


Bladzijde 176 

o A(cos(40°), sin(40°)) = A(0,77; 0,64) 
De draaiingshoek die bij het punt B hoort is 40° + 120° = 160°. 
B(eos(160°), sin(160°)) = B(-0,94; 0,34) 
De draaiingshoek die bij het punt C hoort is 40° + 240° = 280°. 
C(cos(280°), sin(280°)) = C(0,17; -0,98) 


180° 
@ a inrad-}- 1809 =135° e 0,6 rad=0,6: == 34,4" 
b Sxrad=}: 180° =36° d 26x rad = 26: 180° =4680° 
270 150 
® 2 270 go trad 1ärrad e 150° =p trad =Grrad 


-60 330 
b -60°=—nrad =S rad d 330° Tg rrd lênrad 


180 
O 2 y= sin» b y=sin(x) 
L verm. x-as, 3 | verm. y-as, $ 
y=3sin(x) y= sin(2) 


} translatie (Sr, 2) 
fo)=2+3sin(x— tr) 
evenwichtsstand 2 
amplitude 3 
periode 21 
beginpunt (in, 2) 
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| translatie (4,-3) 


8) =-3+sin(2(x-})) 
evenwichtsstand -3 
amplitude 1 

periode 7 

beginpunt (£,-3) 


„180° 


Goniometrie 115 


® 2 fo) =4+2sin(rx-— 1) 
evenwichtsstand 4 
amplitude 2 
sa AT 
periode ik 2 
stijgend door de evenwichtsstand voor x= 1 
y 


3 EE) 1 2 3 

b Voer in y, =4 + 2sin(n(x — 1) en pj =$. 
Intersect geeft x =-2,83, x=-2,17,x=-0,83, x=-0,17, x= 1,17, x= 1,83, x = 3,17 en x= 3,83. 
fw) 25 geeft -2,83 <4 S-2,17 V-0,83 SH S-0,17 V 117 SS1,83 V3,17 Ex 3,83 


e 


De GR geeft e] = 6,28, dus de gevraagde helling is 6,28. 
ret 
© a a = evenwichtsstand = Ees = 
b= amplitude = 10 —-10 =20 
2m 
periode 30 
y=a+bsin(e(x-—d)) met b>0 
Stijgend door de evenwichtsstand voor x = 10, dus d= 10. 
y=-10+20sin(Gkr(x— 10) 
b y=a+beos(e(x—d)) met b>0 
Een hoogste punt van de grafiek is (175, 10), dus d= 175. 
y==10 + 20cos(dr(x— 175) 
ec y=a+tbsin(e(x—d)) meth <0 
Dalend door de evenwichtsstand voor x = 25, dus d= 25. 
y==10-20sin(kr(x-25)) 
d y=a+beos(clx—d)) met b <0 
Een laagste punt van de grafiek is (25,-30), dus d= 25. 


y==10—20cos(dkr(x — 25) 


5 


Bladzijde 177 

@ 2 Voer in y, =3— 2sinx), ys =3 + 2eos(x— Ar) en 77 =| +. 
Zet y, en y; uit. 
y=atbsinelx-d)) 
De optie minimum geeft x= 2,8797… en y= 4,9647… 
De optie maximum geeft x =6,0213.… en y = 7,0352… 

7,0352.…. +4,9647… 

ne EE =6 
b=7,0352…. —6=1,0352... = 1,035 
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3 periode = 6,0213... — 2,8797… = 3,1415.… = 7, dus de periode is 21 en c= |. 
Voer in y, = 6. 
Intersect van y, met y, geeft x = 4,4505…, dus d= 4,451. 
Dus y=6 + 1,035 sin(x — 4,451). 
b Voer in y4 =| —Y2- 
y=a+beos(e(x-—d)) 
De optie minimum geeft x= 1,3089.…. en y —-3,8637… 
De optie maximum geeft x = 4,4505… en y = 3,8637… 


3,8637… +-3,8637… 
gee 


2 0 


—0=3,8637.…. = 3,864 

z period „4505. — 1,3089… = 3,1415.… =z, dus de periode is 27 en c= 1. 
d=4,4505…. =4,451 

Dus y= 3,864 cos(x — 4,451). 


® 2 4sin(2x + Jr) =2V2 
sin(2x +}x) 42 


2etin=intk:2nv2xtin=in tkn 


2eedntk:2nv2=intk:2n 

x=intkenvaeintken 

x in [O, 2 geeftx=Invax= in veejnva= lin 
b cos(x— Jr) =3 


Entk-2mva ine intke2n 


5 
XE 


x=ntk-Inva=dntk: 2 

x in [O, 2] geeft x= vx= jn 
e cos(1}x) =1 

xn tk: 


—2 ak 
x=intk: lin 


x in [O, 2x] geeft x =Ìn vx= 2 
2 sin(x + Lr) =S 
sin(3x +4x) =4V3 


3xtin=-bntke2nvintin= in tkn 


a 


Ix= in tkr2nvIr=intke2n 
x=dntkeinva=intkein 


x in [0, 2] geeft x= dn van ln van in vam gn van rvan In 


Voer in y, = 3sin(x)sin(2x). 
% 


© Noordhoff Uitgevers bv, 


Goniometrie 117 


e 


= 


e 


) 


3sin(x)sin(2x) =0 

sin(x) =0 v sin(2x) =0 

x=kenv2x=ken 

x=kenva=kein 

xin[0, 2n]geeftr=Ovx=in vaer va=ljn van 

De nulpunten zijn 0, 37, z, 147 en 2n. 

fz) =3sin(kr) sin(x) — 3-43-4532} geeft A(kr, 21) 
fr) =3sin(ix)sin(in) —3-4V3-AN3=-2} geeft B(n,-2}) 


Op grond van (punt) symmetrie is te zien dat AB de x-as snijdt in het punt (z, 0). 


1 is een nulpunt van f: 
Dus de lijn AB snijdt de grafiek van f in een punt op x-as. 


Arnax = 3,9 +2,7=6,6 voor t=2,4 


5 2n 
periode = Ee 9 


9 
Amin “39 —2,7=1,2 voort=2,4+5-9=6,9 


Voer in y, =3,9 + 2,7 cos(@n(x— 2,4)) en y, =2. 
Intersect geeft x= 5,768. en x =8,031… 
A 


hi d 
1 1 
1 1 
1 ï ” 
o 5,77 803 10 


Dus 4 <2 voor 5,77 <t < 8,03. 


De helling is maximaal als de grafiek stijgend de lijn van de evenwichtsstand passeert. 


Dit is voor 1=2,4—4-9=2,4—2,25 =0,15. 
7 dy 
De optie dy/dx geeft | — =1,8849.…. 
dx Ie ons 
Dus de maximale helling is ongeveer 1,885. 


T=a+bsin(e(t-d)) 


a= 
b=28-19=9 


x: 
periode = 12, dsc kr 


Stijgend door de evenwichtsstand 3 maanden na 15 januari, dus d= 35. 

Voer in y, = 19 + 9sin(kr(x—3})) en v,=25. 

Intersect geeft x = 4,89. en x= 8,10... 

Dus gedurende 8,10. … maanden = 96,37. dagen = 96 dagen. 


d 
De optie dy/dx geeft [2] = 4,71. °C/maand. 
X 


x=3,5 


4,71. 
De maximale snelheid is 30 =0,1570. = 0,157 °C/dag. 
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Wiskunde Olympiade 


2010 


A-vragen 


Bladzijde 180 

o Twee cirkels snijden elkaar in hoogstens twee punten, een 
cirkel en een lijn snijden elkaar in hoogstens twee punten en 
twee lijnen snijden elkaar in hoogstens één punt. 
Er kunnen dus niet meer dan 6 + 6 +6 + 1 = 19 snijpunten zijn. 
Dat dit aantal ook kan voorkomen, zie je hiernaast. (D) 


® De mogelijke eindscores zijn precies de oneven getallen -21, 19, … 19, 21. 
Dat alleen oneven scores mogelijk zijn zie je als volgt. 
Alle opgaven goed levert een score van 21 op. 
Voor iedere fout beantwoorde vraag gaat er een even aantal punten van deze 
21 punten af, zodat de score oneven blijft. 
Dat alle oneven scores tussen -21 en 21 ook mogelijk zijn, zie je als volgt. 
Door geen of precies één opgave fout te beantwoorden, kun je scores 21, 19, 17, 15, 
13, 11 en 9 halen. Fout beantwoorden van vraag 6 en een van de eerste vier opgaven 
levert 7, 5, 3 of 1 punt op. Door juist één opgave goed te maken of alleen opgave 6 en 
een van de eerste vier opgaven, krijg je scores -21, -19, … -1. (B) 


® verbind het middelpunt M met A, C en Z. Verbind ook C met £. A 
Zo wordt de zeshoek in zes gelijke driehoeken verdeeld, waarvan 
er 4 samen de vlieger vormen. (B) 


@ Na drie ronden heeft iedereen 1 fiche verloren en zijn er 3 in de pot beland. 
Na 123 ronden hebben de spelers respectievelijk 1, 2 en 3 fiches over en zitten er 36 fiches 
in de pot. In de volgende ronde komt daar nog 1 fiche bij en eindigt het spel. (B) 


(5) Het product van twee getallen die eindigen op een 1, eindigt zelf ook op een 1. 
Omdat het laatste cijfer van 7*= 2401 gelijk is aan 1, geldt dat dus ook voor iedere macht van 7°. 
In het bijzonder is het laatste cijfer van ((((7°)°)*)?)? = (7°)'%0 gelijk aan 1. (A) 


@ stel a = (YZ +1)" en b=(Y2- 1)". Dan is de gegeven uitdrukking gelijk aan 
(ab (amb =4ab=4(IZ+ INZ 1)"=4((2+ INZ - 1) = 4-17 = 4) 


Bladzijde 181 
@ Na 9 kilometer verspringt het tweede wieltje van rechts. Nadat deze negenmaal is versprongen, dus 
na 9-9 kilometer, verspringt het derde wieltje van rechts. 
Na9-9:9 = 729 kilometer verspringt het vierde wieltje van rechts. 
Dus in de stand 002010 is het aantal afgelegde kilometers gelijk aan 2-729 + 1-9 = 1467. (B) 


[2 } ‘Van de 6 kortsten, is Piet de langste. Er zijn dus minstens 5 mensen korter dan Piet. Jan is de kortste 
van de 6 langsten, dus zijn er minstens 5 mensen langer dan Jan. Jan kan daarom niet 21 posities 
rechts van Piet staan, want dan zouden er van links naar rechts minstens 5 +1 +20 +1 +5=32 
mensen naast elkaar staan. Alle andere posities zijn wel mogelijk. 
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Hier controleren we dit alleen voor antwoord C: Jan en Piet staan naast elkaar. 
Nummer de mensen van klein naar groot van 1 tot en met 30. Zet nu personen 1, 2, 3, 4 
en 10 in een rij en zet in elk van de andere rijen één van de personen 5, 6, 7, 8 en 9. 

De rest mag willekeurig verdeeld worden over de resterende posities. 

De kortsten van de rijen zijn nu 1, 5, 6, 7, 8, 9, dus Piet is nummer 9. 

Jan is nummer 10, want van zijn rij is hij de langste en in alle andere rijen staat iemand 
met een nummer groter dan 10. (E) 


B-vragen 


De buitenste vier lucifers vormen een parallellogram. De 
vier basishoeken van de twee aangegeven gelijkbenige 
driehoeken zijn daarom allemaal gelijk, zeg a en gelijk aan 
180 graden minus de gevraagde hoek. De drie lucifers in het 
midden vormen een gelijkzijdige driehoek (met hoeken van 
60 graden). 

De som van de hoeken van een driehoek is 180 graden, dus 
(180 — a) + 2(120 — a) = 180. We vinden a = 80 zodat de 
gevraagde hoek gelijk is aan 100 graden. 


Dat 2216 bij deling door a rest 29 geeft, betekent precies dat 2216 — 29 = 2187 deelbaar 
is door a en dat a groter is dan 29 (de rest is altijd kleiner dan de deler a). 

De delers van 2187 = 37 die groter zijn dan 29 zijn 81, 243, 729 en 2187. 

Er zijn dus 4 mogelijkheden in totaal. 


Noem het middelpunt van de omgeschreven cirkel O, het raakpunt E 
met de kleine cirkel E en geef het midden van BC aan met M. 
Wegens de stelling van Pythagoras geldt dat 
joc|? = [MC|°+ |oMi?. 
Omdat [OM] = |EM| — |OE| =} — |OC| volgt hieruit dat 
loef? ()+ loc) k 
Oplossen van deze vergelijking geeft |oel =À En 


We nummeren de rijen van boven naar onder 0 tot en met 27 en de kolommen van links 
naar rechts 0 tot en met 36, Bekijk het vakje in rij r en kolom k. 

Het rode getal is hier 1 +k + 37r en het groene getal is 1 +r + 28k. 

Deze twee getallen zijn aan elkaar gelijk precies wanneer 36r = 27k oftewel als 4r = 3k. 
De oplossingen krijg je door voor r de drievouden 0, 3, …, 27 te nemen en voor k de 
bijbehorende viervouden 0, 4, …, 36. 

De bijbehorende gekleurde getallen zijn 1, 1 +115, 1 +2-115, …, 1 +9-115, 

Optellen van deze tien getallen geeft het antwoord: (1 +(1 +9-115))-5 = 5185. 


2011 E 
A-vragen Ü 


Bladzijde 182 20 A 


1} Merk eerst op dat alle vakjes in de tweede rij en in de tweede 


120 


Als dit vakje zwart is, moet in de eerste kolom en in de eerste rij 
elk nog één vakje zwart gekleurd worden. 

Voor elk van de 2-2 = 4 keuzes is er precies één oplossing. Er is 
dan namelijk nog één rij en één kolom die een zwart vakje mist. 
Het vakje in die rij en kolom moet dus zwart worden en de rest 
wit, zie de onderste vier figuren. (D) 


kolom wit gekleurd moeten zijn. We bekijken twee gevallen, 
afhankelijk van de kleur van het vakje linksboven. 

Als dit vakje wit is, moeten de laatste twee vakjes in de eerste rij 

en kolom zwart zijn. Dit legt de kleuring vast. Zie de bovenste figuur. 
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® Het jaartal van de gezochte datum begint met een cijfer dat 2 of hoger is. 
We zoeken de eerste datum waarvan het jaartal met een 2 begint en alle acht cijfers 
verschillend zijn. Als die bestaat is het de gezochte datum. 
Voor de maand vallen 11 (twee dezelfde cijfers) en 12 (cijfer 2 is al gebruikt in het jaartal) af. 
De maand (O1 t/m 10) bevat dus het cijfer 0. De dag begint daarom of met een 1 of een 3. 
In het tweede geval is het de 31-ste, want de 0 is al bezet. 
In beide gevallen zit de 1 in de dag. Nu de 0 en 1 al bezet zijn, is het kleinst mogelijke jaartal 2345. 
De kleinst mogelijke maand die we dan nog kunnen kiezen is 06, oftewel juni, met als dag de 17e. 
We zien dat de gevonden datum 17-06-2345 inderdaad met acht verschillende cijfers wordt 
geschreven. (C) 


® De zevenhoek kan worden opgedeeld in twee B A 
vierkanten en drie gelijkzijdige driehoeken, allemaal 
met zijden van lengte 2. 

We weten dat de oppervlakte van zo’n vierkant 
gelijk is aan 4. Met Pythagoras kunnen we de hoogte 
van bijvoorbeeld driehoek ABM berekenen en we 
vinden dan /2? — 1 = 3. De oppervlakte van de 


driehoek is dan }-2- 3 = 3. 5 F 
De totale oppervlakte van de zevenhoek is dus 


2-4+3:V3=8 +33. (B) 


@ Aangezien de voorspelling van Bram fout was, heeft Bram minstens zes vragen goed. 
De voorspelling van Aline was ook fout, zodat Bram hoogstens één vraag meer goed 
heeft dan Aline. Aline heeft dus minstens vijf vragen goed. Omdat de voorspelling van 
Cas fout was, heeft hij meer vragen goed dan Aline, dus minstens zes. Aline kan niet 
meer dan vijf vragen goed hebben. Immers, dan zou Cas minstens zeven vragen goed 
hebben en zijn er in totaal minstens 6 + 6 +7 = 19 vragen goed, zoals de docent (fout) 
voorspelde. We concluderen dat Aline vijf vragen goed heeft. Aangezien de andere 
twee minstens zes vragen goed hebben, heeft Aline het kleinste aantal vragen goed. (A) 


[5 Jaap kan zeker 62 getallen opschrijven, bijvoorbeeld de getallen 1 tot en met 62 (want 
62 + 61 < 125). Meer dan 62 getallen kan Jaap niet opschrijven. Immers, de getallen 
25 tot en met 100 kun je opdelen in paren die samen steeds optellen tot 125: 25 + 100 = 125, 
26 + 99 = 125, en zo verder tot en met 62 +63 = 125. 
Van elk van die 38 paren moet hij dus minstens één getal missen. In totaal kan hij 
daarom niet meer dan 100 — 38 = 62 getallen opschrijven. (C) 


[6] Door met een staartdeling a= 11 … 11 (2011 enen) te gaan delen door 37, valt al gauw 
op dat 111 deelbaar is door 37. Dat feit gaan we gebruiken. 
We zien nu namelijk dat het getal 1110 … O deelbaar is door 37, ongeacht het aantal 
nullen aan het eind. In het bijzonder zijn de volgende getallen deelbaar door 37: 1110 … 0 
(2008 nullen), 1110 … 0 (2005 nullen), 1110 … 0 (2002 nullen), en zo verder tot 1110 (1 nul). 
De som van deze getallen is 1 … 10 (2010 enen) en is dus ook deelbaar door 37. 
De rest van a bij de deling door 37 is dus gelijk aan 1, want a — 1 is deelbaar door 37. (B) 


Bladzijde 183 

(7 } Na 140 seconden heeft Anne 7 rondjes afgelegd en Bob 5. De voorsprong van Anne is 
op dat moment twee hele rondjes. Na 1 = 35 seconden loopt Anne een half rondje 
voor. Dat is precies de eerste keer dat zij zo ver mogelijk van Bob verwijderd is. (B) 
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© Noem het middelpunt van de vijftienhoek M en het 
snijpunt van AC en BD punt S (zie de figuur). In 
vierhoek MRST zien we dat ZMRS= 90° en 
ZSTM =90° . Verder zien we dat 
ZTMR=&360° =48°, 
De som van de hoeken van een vierhoek is 360°, 
dus geldt: ZRST = 360° — 2: 90° — 48° =132°, 
Merk op dat ZRST en ZBSC overstaande 
hoeken zijn. 
De gevraagde hoek is dus ook 132°. (B) 


B-vragen 
1 1 
o Gegeven is dat x = — —, We zien dat x # 0, want 0 # T 


lx 
We kunnen dus links en rechts de breuk omkeren. 


1 1 1 
Dit geeft x= A+ L Hieruit volgt rr r=l,dusr ex etlje =Ì 


e Bekijk drie roltrappen naast elkaar: de eerste gaat omhoog, de tweede staat stil en de derde 
gaat naar beneden. Als Dion de eerste trap omhoog neemt, is hij na 12 stappen boven. Raymond, 
die omhoog gaat op de derde trap doet er 60 stappen over en is na 12 stappen dus pas op hi 
Als een derde persoon (zeg Julian), de middelste trap neemt (ook met hetzelfde tempo), 


EE 
is hij na 12 stappen precies tussen Dion en Raymond in: op Bn =? van de trap. 
Hij heeft dus à - 12 = 20 stappen nodig om boven te komen. 


[3 } Noem de oudste padvinder 4. Er zijn 5 mogelijkheden om voor hem een partner B te vinden voor 
de eerste dag. Vervolgens zijn er 4 mogelijke partners C voor B op de tweede dag, want hij mag 
niet opnieuw met A gaan. Voor C zijn er nog 3 mogelijke partners D voor de eerste dag, want 
hij mag niet tweemaal met B, en 4 is al bezet. Voor D zijn er daarna nog 2 mogelijke partners E 
voor de twee dag, want B en C zijn al bezet en A kan zijn partner niet zijn omdat er dan twee 
padvinders overblijven die op beide dagen een paar vormen. Ten slotte is er nog 1 padvinder 
over die geen keuze heeft en op de eerste dag met E meegaat en op de tweede dag met A. 

In totaal zijn er dus 5 x 4 x 3 x 2 = 120 mogelijkheden. 


@ Bekijk de ingeschreven cirkel. Noem zijn middelpunt O en de 
lengte van zijn straal r. Het raakpunt aan 4B noemen we M en 
het raakpunt aan boog BC noemen we R. 
De drie punten A, O en R liggen op een lijn, zodat 


[AO =|AR| — |OR| =1 —r. Verder geldt [OM] =r en 
|AM| =}|AB| =}. De stelling van Pythagoras geeft 
|AMI? + [OM]? = |AO]° en dus} +r2=(l=r2= 2-21. 


Hieruit volgt dat 2r=} en dus r=à. 


2012 
A-vragen 
Bladzijde 184 7 5e 

o Bekijk het linker plaatje. Op de plaats van het 
sterretje moet een getal staan waar 27 en 6 beide 56 8 |24/72|16 | 56 
deelbaar door zijn. Dit geeft twee mogelijkheden: 1 8 4 {12/36} 8 | 28 
of 3. De eerste mogelijkheid valt af, want dan zou 3 {fs l27l6 |21 
op de plek van de dubbele ster het getal 27 staan, 42 | e | 1e | sa | 12 | 42 


terwijl 36 hier niet door deelbaar is. 
Met de tweede mogelijkheid kunnen we de hele tabel stap voor stap invullen (zie het rechter plaatje). 
We zien dat 12 het grootste getal is dat tweemaal voorkomt. (D) 
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(2 } Een palindroomgetal van vijf cijfers wordt precies bepaald door de eerste drie cijfers: het laatste 
cijfer is dan gelijk aan het eerste cijfer en het vierde cijfer is gelijk aan het tweede cijfer. 
De eerste twaalf 5-cijferige palindroomgetallen zijn dus: 
10001; 10101; 10201; ... ; 10901; 11011; 11111. (A) 


3} We tellen eerst het aantal gelijkzijdige driehoeken: daarvan zijn er 3. 
Vervolgens tellen we de gelijkbenige driehoeken die niet 
gelijkzijdig zijn. Voor zo’n driehoek zijn er 9 mogelijkheden voor 
de ‘top’. 

Daarna zijn er 3 mogelijkheden voor de ‘basis’. Dit geeft 9-3 = 27 
mogelijkheden. 
In totaal zijn er dus 3 + 27 = 30 gelijkbenige driehoeken. (B) 


@ Verschillende letters kunnen bij hetzelfde hoekpunt van de dipiramide horen. 
De vijf hoekpunten zijn: G= F=J, K= M, H‚ Ien L. Punten H en / hebben vier buren, 
dus dat zijn hoekpunten van de blauwe driehoek. Punt K = M heeft ook vier buren: 
LH, Len G= F =J, dat is dus het laatste hoekpunt van de blauwe driehoek. (B) 


® Het aantal blauwe sokken in de la noemen we b. Om zeker te weten dat hij twee blauwe 
sokken heeft, moet Frank 12 sokken pakken. In het slechtste geval pakt hij namelijk eerst 
de tien rode sokken. Om zeker te weten dat hij twee rode sokken heeft, moet hij b + 2 sokken 
pakken. In het slechtste geval pakt hij namelijk eerst de b blauwe sokken. 
Gegeven is dat dit tweede aantal tweemaal zo groot is als het eerste, dus b+2=2:12= 24, 
Hieruit volgt dat b= 22. Het totaal aantal sokken is dan 22 + 10 =32. (D) 


@ Driehoek EAB, driehoek EPQ en driehoek ETU zijn gelijkvormig D E FS 
omdat |AE|:|PEL:|TE| =4:3: 1 = |BE|:|QE|:|UE] en ZÁ 
ZAEB = ZPEQ = ZTEU (zhz). Hieruit volgt dat 
|4B|:|PQ|:|TU| =4 : 3 : 1. Hieruit volgt dat |AB| =4, zodat de 
oppervlakte van driehoek ABE gelijk is aan } x 4 x 4 = 8. Vanwege 
de gelijkvormigheid hebben driehoeken PQE en TUE daarom ER: 
A B 


oppervlakte (3)? x 8 =? respectievelijk (4)° x 8=b. 


De oppervlakte van de vierhoek is dus } —} =4. (B) 


Bladzijde 185 
@ Omdat er maar twee verschillende uitkomsten zijn, kunnen er maar twee verschillende getallen 
op de kaarten voorkomen. Immers, als drie kaarten verschillende getallen dragen, dan geven ze 
in combinatie met een tweetal van de overige drie kaarten elk een andere uitkomst. 
Noem de twee getallen die voorkomen a en b. We mogen wel aannemen dat a op minstens drie kaartjes 
voorkomt. Omdat a +a +a,a+a+bena+b+b verschillend zijn, mag b maar eenmaal voorkomen. 
Er zijn nu twee gevallen: a +a +a=16;atatb=l8enatata=18;atatb=16. 
De eerste mogelijkheid valt af omdat 16 geen drievoud is (a was een geheel getal). We zien dus 
data = 8 =6en b=16—12=4. Het kleinste getal dat voorkomt is dus 4. (D) 


[e } Als a, b, c, d vier opeenvolgende getallen in de rij zijn, dan geldt d= a — 1, want uit het gegeven 
volgt dat b+e +d=(a+b+c)— 1. Met andere woorden: als je in de rij drie posities verder gaat, 
vind je een getal dat 1 kleiner is dan het getal waar je begon. 

De getallen op posities 3, 6, 9... ; 2013 (= 3 + 3 x 670) zijn dus precies 
2012, 2011, … (2012 — 670 =) 1342. (E) 


© Noordhoff Uitgevers bv, Wiskunde Olympiade 123 


B-vragen 


[1] De getallen waarvan het product van de cijfers 25 is bestaan uit twee vijven en drie enen. 
Het aantal hiervan, a, is gelijk aan het aantal manieren om de drie enen te plaatsen. 
Er is dan namelijk maar één manier om de twee vijven te plaatsen. 
De getallen waarvan het product van de cijfers 15 is bestaan uit een drie, een vijf en drie enen. 
Het aantal hiervan, b, is gelijk aan het aantal manieren om eerst de drie enen te plaatsen en om 
vervolgens op twee manieren de drie en de vijf te plaatsen. 


Er geldt dus dat b= 2a, zodat 5 =b 


e Punt F is het midden van AB (en het middelpunt van de halve cirkel). fel 
Punten D en E zijn de middens van BC en AC. Ze liggen op 
de halve cirkel omdat driehoeken BDF en AEF gelijkzijdig zijn. 
Teken de cirkelboog tussen D en E van de cirkel met middelpunt C 
en straal [CE] =6. Omdat ZAFE= ZEFD = 60° geldt dat het 
cirkelsegment bij lijnstuk AE precies dezelfde afmetingen heeft als 
het cirkelsegment boven lijnstuk DE. Het cirkelsegment onder DE 
heeft ook die afmetingen omdat de twee cirkels rond C en F gelijke A B 
stralen hebben. Het cirkelsegment bij lijnstuk BD kan dus precies 
naar het cirkelsegment onder DE geschoven worden. De drie blauwe gebiedjes hebben samen 
precies dezelfde oppervlakte als cirkelsector CED en die heeft oppervlakte $(n: 6?) = 6n. 


® Het aantal hokjes in de lengte van de rechthoek noemen we a en het aantal in de breedte noemen we b. 
We mogen wel aannemen dat a > b. Het totaal aantal hokjes in de rechthoek is ab en het aantal hokjes 
aan de rand is gelijk aan 2a + 2b — 4. Gegeven is dat de helft van de hokjes aan de rand ligt, dus 
ab = 42a + 2b — 4). Herschrijven geeft: ab — Aa — 4b + 16 = 8, Het linkerlid kunnen we ontbinden, 
zodat we vinden dat (a — 4) (b — 4) = 8. Omdat a en b positieve gehele getallen zijn en a > b geldt, zijn 
de enige mogelijkheden: a —4=8; b—4=1lena-—4=4; b—4=2. De mogelijkheden waarbij a — 4 
en b — 4 negatief zijn vallen namelijk af, omdat b — 4 dan hoogstens -4 is en b dan niet positief is. 
Oftewel: a= 12; b=S en a=8; b= 6. Voor de rechthoek geeft dit 12 x 5 =60 of 8 x 6 = 48 hokjes in totaal. 


@ Met Regel 1 vinden we 32 A8=} +16 A8=|+8AB=T AAS. 
Uit Regel 2 met y= 2 en x=8 volgt 4 A8—64 A2. 
Herhaald toepassen van Regel 1 geeft 64 A2=}+32A2=-Î+16A2=.….=i+2 A2. 
Samenvoegen en Regel 3 invullen geeft nu 
32A8-Ì+4AaB-dt64a2-t+2a2-t 


2013 


A-vragen 
Bladzijde 186 

@ Gegeven is dat het stoplicht rood is op 12:05. Voor een stoplicht van periode 1 liggen de kleuren voor 
de tijdstippen 12:05 t/m 12:12 dan vast, die zijn afwisselend rood en groen. Voor periode 2 zijn er 
twee mogelijkheden en voor periode 3 zijn er drie mogelijkheden: 


periode | 12:05 12:06 12:07 12:08 12:09 12:10 12:11 12:12 
1 min rood groen rood groen rood groen rood groen 
2 min rood rood groen groen rood rood groen groen 
2min rood groen groen rood rood groen groen rood 
3 min rood rood rood groen groen groen rood rood 
3 min rood rood groen groen groen rood rood rood 
3 min rood groen groen groen rood rood rood groen 


Van deze zes mogelijkheden voldoen er drie aan de voorwaarde dat het licht rood is op 12:12. 
Voor de tijdstippen 12:08 en 12:09 geeft dit twee kleurcombinaties: rood-rood en groen-groen. (B) 
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@ Tweemaal de lengte van een rechthoekje is gelijk aan driemaal zijn breedte. 
De verhouding lengte : breedte is dus 3 : 2. 
Met een omtrek van 20, moeten de lengte en breedte dus gelijk zijn aan 6 en 4. De oppervlakte van 
een rechthoekje is dan 6 x 4 = 24 en de oppervlakte van rechthoek ABCD is vijfmaal zo groot, dus 
5x 24=120. (C) 


® Voor de sommen van tweetallen zien we date +a<c+d<atb<btesdte. 
Elke som van vier getallen kun je krijgen door twee van deze tweetallen op te tellen. Zo is 
bijvoorbeeld a +b +c +e gelijk aan (e + a) + (b + c). Van alle viertallen heeft het viertal a, c, d, e de 
kleinste som, want a + +d+e=(e+a) + (c+d) is de som van de twee kleinste tweetallen. 
Het overgebleven getal, namelijk b, is dus het grootst van de vijf. Immers, het grootste getal is het 
getal waarvoor de overige vier getallen de kleinste som hebben. (B) 


@ De volgorde waarin lampjes worden ingedrukt maakt niet uit voor het eindresultaat. 
Door de drie lampjes in de bovenste rij in te drukken veranderen alle lampjes van aan naar uit. 
De lampjes in de bovenste rij veranderen namelijk driemaal van toestand en de overige lampjes 
precies éénmaal. 
Het is niet mogelijk alle lampjes uit te krijgen door twee (of minder) lampjes in te drukken. 
Immers, er zal dan een lampje zijn dat niet in dezelfde rij of kolom staat als een van de ingedrukte 
lampjes. Dit lampje zal dus aan blijven. (A) 


5] We mogen voor het gemak wel aannemen dat er 20 dozen zijn; dat maakt voor de verhoudingen niet uit. Van de 
20 dozen zijn er dus 5 leeg. Van de 5 dozen die worden geopend blijkt een vijfde niet leeg te zijn, precies 1 doos. 
Omdat er 4 geopende dozen leeg zijn, blijft er nog precies 1 lege doos over onder de 15 ongeopende dozen. (C) 


@ we verdelen de zeshoek in zes gelijkzijdige driehoekjes en de driehoek in vier 
gelijkzijdige driehoekjes zoals in de figuur. Omdat de zeshoek en de driehoek 
een gelijke omtrek hebben, zijn de zijden van de driehoek tweemaal zo lang als 
die van de zeshoek. De driehoekjes in deze verdelingen zijn dus even groot. 
De verhouding tussen de oppervlaktes is daarom 6 : 4, oftewel 3 : 2. (D) 


[7 We bekijken de laatste vier cijfers van de machten van 5: 


sl= _ 0005 
S= 0025 
53= 0125 
si= 0625 
5*= 3125 
56= 15625 
57= 78125 
58= 390625 


Bij het berekenen van de laatste vier cijfers van een macht van 5, is het voldoende om de laatste vier 
cijfers van de vorige macht van 5 te weten. 

Zo zijn de laatste vier cijfers van 5? = 390625 en van 5* = 0625 gelijk, namelijk 3125. 

Omdat de laatste vier cijfers van 5* en 5? gelijk zijn, zullen de laatste vier cijfers van de machten van 
5 zich vanaf daar elke vier stappen herhalen. 

De laatste vier cijfers van 525 zijn dus gelijk aan die van 52% en van 525, enzovoorts tot en met die 
van 55 = 3125. De laatste vier cijfers zijn dus 3125. (C) 


Bladzijde 187 
® Omdat elk van de twintig leerlingen een ander aantal vragen goed had, werd in totaal minstens 
OH 12+... +19 = 190 keer een vraag goed beantwoord. Aangezien elke vraag hoogstens 
driemaal goed werd beantwoord, waren er minstens 199 = 63} vragen en dus ook minstens 64. 
Een situatie met 64 vragen is ook daadwerkelijk mogelijk. Laat de twintig leerlingen achtereenvolgens 
O tot en met 19 vragen goed hebben. We verdelen de leerlingen in drie groepen: 
I bestaat uit de leerlingen met 0, 1, 2, 3, 4, 17, 18 of 19 vragen goed, 
II bestaat uit de leerlingen met 5, 6, 7, 14, 15 of 16 vragen goed en 
III bestaat uit de leerlingen met 8, 9, 10, 11, 12 of 13 vragen goed. 
Voor elk van de drie groepen is het totale aantal juist beantwoorde vragen niet meer dan 64. 
Voor elke groep kunnen we het dus zó kiezen dat de juist beantwoorde vragen van die leerlingen 
allemaal verschillend zijn. Zo wordt elke vraag door hoogstens drie leerlingen goed beantwoord. (B) 
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(1) We bekijken alleen getallen met de even cijfers 2, 4 en 8. Als zo’n getal eindigt op cijfer 4 of 8, dan 
is het getal een veelvoud van 20 plus 4 of 8 en dus deelbaar door 4. Als zo’n getal eindigt op cijfer 2, 
dan is het een veelvoud van 20 plus 2 en dus niet deelbaar door 4. Het laatste cijfer moet dus een 2 zijn. 
De overgebleven cijfers kunnen we van laag naar hoog sorteren. We vinden dan 244882. 


@ Driehoeken ADF, BDA en BAF zijn gelijkvormig (hh). Daarom D c 
ied |BA| _ |AF| _ IBF] Bemet 
Enea ven on tewel 
Sa [DAL IDF |4Fl : 
vj Mr _lBEl lar _9 
a) [DF |AFL DFI 4 is B ii 
n 3 
Dus vinden we —= >. 
a 2 


® De tijd die Fred erover doet om van de middelste naar de laatste halte te fietsen en daarna naar de 
middelste halte terug te rennen, is gelijk aan de tijd die het hem kost om van de middelste halte naar de 
eerste halte te fietsen plus de tijd die hij nodig heeft om van de middelste naar de laatste halte te 
rennen. Immers, de afstanden tot de twee haltes zijn gelijk. Gegeven is dat dit precies gelijk is aan de 
tijd die de bus nodig heeft om naar de eerste halte te rijden plus de tijd om naar de laatste halte te 
rijden. Dit is samen precies gelijk aan tweemaal de tijd die de bus nodig heeft om naar de middelste 
halte te rijden: 2 x 15 = 30 minuten. 


© De combinatie ‘2013’ komt 13 keer voor als onderdeel van een van de volgende getallen: 2013, 12013, 
22013 en 20 130 t/m 20 139. Daarnaast komt ‘2013’ ook voor als eind van een getal gevolgd door het 
begin van het volgende getal. De verschillende mogelijke splitsingen zijn: 

2/013 komt niet voor, want geen getal begint met een ‘0’. 

20|13 komt 11 keer voor: 1320/1321 en 13020/13021 t/m 13920/13921. 

201/3 komt slechts 1 keer voor: 3201/3202, want we noteren geen getallen groter dan 30 000. 

Het is makkelijk na te gaan dat ‘2013’ niet voorkomt als combinatie van drie opeenvolgende getallen. 
In totaal komt ‘2013’ dus 13 + 11 + 1 = 25 keer in de cijferrij voor. 
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5 Machten, exponenten en logaritmen 


Bladzijde 188 


O « va-d 


®@ 2 y=0,86"82= 0,865 0,86? = 0,862 (0,865) = 1,35: 0,76* 
Dus y= 1,35-0,76", 
b N=15+3:8%12 
15438 N 
N-15 


31-12=Slog(iN-5) 
31= 12+ Bog(iN-5) 
1=0,4+5: Bog(N—5) 

e K=3-Y2Tab 2: Y216ab +4: Y64ab=3- 327: Jab 2216: Yab +4-3/64- Yab = 
3-3-Yab-2-6-Yab+4-4-Yab=9" Yab 12: Yab +16: Yab=13 Yab 
Dus K= 13: ab. 

d A=10-V4pg 4 Vl6pg=10:V4: Vpg — 4 VIG: pa =10-2: pa 4-4: Npa= 
20Vpa — 16pa = 4pa 


kwadrateren geeft 
2-5q=(p +3} 
2-5q=p"+6p+9 
=Sq=p+6p +7 
gesp -ljp 18 


b 4A/B- {B=3 
(4A- DVB =3 


Ba 
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6x* 6x 6 6x 
8 


en, 3d 
=d 
zi 4 


Ta ar Pt 


J verm. x-as, 2 } verm. x-as, -2 
y= 2x y= 
J translatie (-3, -1) | translatie (4, 3) 
y=f0) „=86) 
b Bijvoorbeeld achtereenvolgens verm. x-as, -1 en translatie (7, 2). 
@ a 6-0 
-3x2-6 


x<2, dusD,=( 2] 

beginpunt (2, -2) 

Voer in p, =-2 + V6 — 3x. 
z[slalol:|z 
sof 26 | 1 | os [-o3[ 2 


4x + 1020 

4x 2-10 

x2-24, dusD,=[-25, >) 
beginpunt (-25,3) 


Voer in y, =3 — 4x + 10. 


b Intersect geeft x= 1,863... en x= 1,741. 
fl) 2 g(x) geeft 1,86 <x< 1,74 
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€ Zet y, en yz uit en voer in y; =| yr en 45. 


Intersect geeft x =-1,481… en x= 1,464... 
fw) gn) <} geeft 2 Sx<-1,48v 1,46 <x 52 


d_f(-10)=4 en Bj=[-2, >) 
Dus voor x 2-10 geldt -2 < f(x) <4. 


Bladzijde 189 


OP 2 32-21 d 2x 1+8=15 
va 31 Wa l=7 
kwadrateren geeft vr 1-35 
249 kwadrateren geeft 
-3x=41 x-1=124 
x=-15% x=135 
x= 15? geeft 3/49 = 21 voldoet x= 13} geeft 2,[124 +8 = 15 voldoet 
b 24 2=32 


x=14 
… = 
en md Ä £ “log2x+3)=3 
ee x+3=43 
x= 2x+3=64 
28 2x=61 
x=30} 


® a G-4000 geeft L=7,5 + 400092 = 59,64. 
Dus de levensverwachting van de olifant is 60 jaar. 
b L=34 geeft 7,5 G°2 =34 


Dus het gemiddelde gewicht is 422 kg. 

G =300 geeft H= 280 « 300025 = 67,27 … 

G =300 geeft L =7,5 + 300025 = 31,21. 

67,27.… hartslagen per minuut geeft 67,27. + 60 + 24 « 365 « 31,21. = 1,1 miljard hartslagen in zijn 
gehele leven. 


e 
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d 


H = 900 geeft Een 025 = 900 


4=0,00936... 
G=0,00936... geeft L=7,5 + 0,00936...02 = 


2335, 


Dus de levensverwachting is 2,33... jaar = 2 jaar en 4 maanden. 


900 hartslagen per minuut geeft 900 + 60 + 24 + 365 « 2,33. 


= 1,1 miljard hartslagen in zijn gehele leven. 


L is de levensverwachting in jaren, dus 365 + 24 + 60 « L is de levensverwachting in minuten. 


His het aantal hartslagen per minuut. 


Dus 365 + 24: 60 + L + H is het aantal hartslagen in het hele leven. 
Als dit voor elk zoogdier gelijk is, dan moet L + H constant zijn. 
1=2100. 


Er geldt L + H=7,5G02 « 280G 125 =2100 + G°=2100 + 
Dus is inderdaad L * H constant en het is gelijk aan 2100. 


Bladzijde 190 


a v2-2+2x=0 


e 


v2-=- 
kwadrateren geeft 
2-2x=4xt 

4x -2xt2=0 
tx l=0 
D=1?-4:2-l=1+8=9 
zeven 


1 
4 4 2 
x=-1geeft 2 —2--2+2--2=0 voldoet 


x=} geeft /2-2-}+2-}=0 voldoet niet 
seel=2 

2x+ 1 = Slog(2) 

x= a + Slog(2) 

}- Slog(2) 


x= 
10902 

0,02x = log(5) 

x= 50 log(S) 


T+xfx=15 
xvx =8 
‘kwadrateren geeft 
x3=64 

x= 64 

x=4 

x=4geeft7 +44 = 15 voldoet 
3-2 2412=27 

3-25 2=15 

2=5 

5x —2= ?log(5) 

Sx=2 + log(S) 

5: ?og(S) 


Nog? —5)=3 
2-52 


zt 
Pt 


x= {13 vx= 13 
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d 3x= V8x+t 1 


_ 


= 


kwadrateren geeft 

Ox? =8x +1 

Mx Bx 1=0 

D=(-8)2-4-9--1=64 +36 = 100 
8-10 _8+10_ 


18 18 


=-j geeft} = 8 + 1 voldoet niet 


x=lgeeft3= 8 + 1 voldoet 
62*+4=220 

62*=216 

62=63 

== 
x=1} 

log(l0x + 100) =3 
10x + 100 = 10% 
10x + 100 = 1000 
10x = 900 

x=90 


4x 3x =7 

4x 1=3Vk 

kwadrateren geeft 

16x? — 56x +49 = 9x 

16x? —65x +49 =0 
D=(-65)?—4-16-49 = 1089 
65-33 65+ 
32 VT 
x=1geeft4 — 3/1 =7 voldoet niet 
x=35 geeft 124 —3, [35 =7 voldoet 


v-16 
128-4-3**1= 20 
4-31" 12-108 
3127 
3*+1=33 
xt1=3 
x=2 
5 — log? +6) = 
-Slogx? +6)=-2 
Slog(x? +6) =2 
xi+6=3? 
x+6=9 
x=3 


x= Bvx=3 


x= 
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@® a Bij f geldt 
x+4>0geeftx > -4,dus D‚= (-4, >) en de verticale asymptoot is de lijn x=-4. 
Bij g geldt 
x—1>Ogeeftx > 1, dus D,= (1, >) en de verticale asymptoot is de lijn x= 1. 


b y= log) y= log) 
| translatie (-4, 2) translatie (1, 3) 
fl) =2 + log(x +4) 20) =3 +?logx— 1) 
x= y kel 

T 
ï 

ä ï gl] 
1 

a mam 


T 
L 
1 
L 
1 
L 
ï 
1 
ï 
L 
ï 
ï 
Ii 


ZO 


-@ 


e flx)=S geeft 2 + log(x+4)=5 


dog +4)=3 
x+4=3? 
x+4=27 
#28 
f@) <5 geeft-4<x 523 
d fx) =2 geeft 2 + log(x+4)=2 e y=3+?log(x- 1) 
Slog(x +4) =0 { translatie (4, 0) 
x+4=30 y=3+ dog(r— 4-1) ofwel y=3 + Pog(x — 5) 
x+4=1 verm y-as} 
x=-3 y=3+ Zog(2x 5) 
Dus P(-3,2). Dus h(x) =3 + ?log(2x — 5). 
g(x) =2 geeft 3 + 2og(x — 1) =2 
Hoge — 1) =-1 
al 
rs 
Ï= u 
Dus O(15,2). 
PO=xg-ap= lj 324 
® a y=20+ 30,24 c F=64- 4223 = 26 (22223 = 26. 244-6 — da 
20 + 3024 F=2% geeft 2% =F 
302t= y— 20 


0,2x —4= 3log(y — 20) a=}-?og(F) 
0,2x=4 + Hog(y — 20) 
x=20 + 5: log(y — 20) 
b A=1093+2 
1063 +2=4 
106-3=4—2 
6x-3=log(4 —2) 
6x=3 +log(4 —2) 
x=} +$log(4 2) 
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6 De afgeleide functie 


a De grafiek van f(x) = 4x? — bx? — 2x + 1 snijdt de y-as in A(O, 1). 
3e 
Stel k:y=ax +1. 


b Raaklijn horizontaal, dus f'(x) =0. 
f'@) =O geeft? —x—2=0 
+ Dx 2)=0 
x=-lvx=2 
ACD=b DEE CDP 2e +128 
AD=}-22 EP -22t1=- 
De punten zijn (-1,2}) en (2,-2!). 
e Raaklijn evenwijdig met lijn /: y= 4x + 10, dus f'(x) =rc,=4. 
f@)=Ageeftr? -x-2=4 
x-x-6=0 
@ +23) =0 
x=2vx=3 
SCD =} Ee 22-224 1e} 
fG)=}-32 5-23 led 
Dus B(-2,5) en C(3,-5). 


Da for +22 2x +2 geeft f'(x) =-Jx2 +2x 2 


Stel k:y=ax + b. 
a=fQ)=-3-2+2-2-2=-10 
y=-l0x+b Ee 
ls _a (T10-2+b=-6 
fB) =-6,dusA(2-6) | 90 -6 
b=14 


Dus k:y=-10x + 14. 


b Raaklijn evenwijdig met k, dus f'(x) = rc, =-10. 
f'(x) =-10 geeft 3x? + 2x 2=-10 


-3x2+2x+8=0 
D=? -4--3-8=100 
210, -2+10 
x= Er =2vx= B =-lk 
Dus xj =-1}. 
Bladzijde 191 
® a fo) 2x + 1222 + 4Sx + 17 geeft f'(x) = 3x? + 24x +45 
Stel k: y= ax + b. 
a=f'CI)=3-(I? +24--1+45=24 
y=24x+b } 
de id Ae-ltb=-17 
SCH =-17,dusACL-ID fra spe 17 
b=1 


Dus k:y=24x +7. 
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©. 


b f'(x) =0 geeft 3x? + 24x +45 =0 
28 15=0 
+30 +5)=0 
z-as 


y 


max. is f(-5) =-33 en min. is f(-3) =-37. 
e_flx) =p heeft drie oplossingen voor -37 <p <-33. 
d f(x) =p heeft één oplossing voor p <-37 vp >-33. 


e Door op de grafiek van f de translatie (0, 33) of de translatie (0, 37) toe te passen, raakt de 


beeldgrafiek de x-as. 
Dusa=17+33=50ofa=17 +37 = 54, 


1 liter = 1 dm? = 1000 cm° 
Voer in p, = 4x? — 120x? + 864x en y, = 1000. 
Intersect geeft x = 1,4 en x= 8,9. 

L 


1000 


CHK: EE k 


Dus voor 1,4 <x < 8,9 is de inhoud meer dan 1 liter. 
d1 
b 1=4x®— 120x? + 864x geeft rs 12x? — 240x + 864 


d/ 
ge Ogeeft 12x? — 240x +864 =0 
x2-20x+72=0 
D=(207-4-1-72=112 
20 —V112 20+ 112 
SA 
2 2 
x=4,7vx=15,3 


voldoet voldoet niet 
Dus voor x = 4,7 is de inhoud maximaal. 


@ a n=lOgeeft4-2x+4-x+4-10=240 


8x + 4x +40 =240 
12x= 200 
x=165 
b 4-2x+4-x +4: hoogte = 240 
8x + 4x + 4- hoogte =240 
4: hoogte = 240 — 12x 
hoogte = 60 — 3x 
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1=(36 — 2%) (24 — 2)-x= (864 — 120x + 4x?) x= 4x} — 12022 + 864 
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d/ 
1=2x:x-(60 — 3x) = 120x° — Ox) geeft = 240x — 18? 
ee 


U geeft 240x — 18x2=0 


dx 
x(240 — 18x) =0 
x=0v240-18x=0 
x=0v-18x=-240 
x=0vx=13} 
1 
T 
1 
1 
1 
ï 
ï 
ï 
ï 
ï 
| 
E: 
5 135 ú 


De inhoud is maximaal voor x= 134. 


a 


dA 
A=2x:(60 — 3x) = 120x — 6x? geeft 120 — 12x 
x 


SO geef 120 —12x=0 
ad -12x=-120 
x=10 


De grafiek van 4 is een bergparabool, dus A is maximaal voor x = 10 en hierbij hoort de hoogte 


60 —3: 10 =30 cm. 


ds 
©. r- 2 Petgat Set geef fd = 2e? 10 Aleen 
bd 
6x? x2+2 dE 
b {ez ge bir! Art geeft 
Arrie ler Le 
FG) = Mx ke ir Eh ze 5 
e f)=4x— IS geeft f'()=3-5-4- (Ax — 1) =60(Gx— 1) 
Se 8 25 25 
= 2 mce 
EELT sr geef) Nd De 
eID 6- 2 geeft f'(0)=-2-45(6-2wt=eÔ 
zr ye Pf 


ff) = 3E + 10 + (Sx + 10) geeft 
1 15 
=S dt 5 (Sr + IOP + 15(5x + 10° 
fe) 2/5x +10 Gl ern | BEE 10) 


Bladzijde 192 


4 
Go prat geef fel arteL 
Stel k:y=ax +b. 
4 
dries 
y=ixtb En Abd 
À 
ORTE 
b=-l 


Dus k:y=dx 1. 
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b =O gee 1-0 
4 


max. is f(-2) =-7 en mi 
€ FCraapijn "3, dus f') = 


fU) =2, dus raakpunt (1, 2). 
fC1) =-8, dus raakpunt (-1, -8). 
d re> 1, dus) > 1 


x2<0 
geen oplossingen 
Dus de grafiek heeft geen raaklijn met richtingscoëfficiënt groter dan 1. 


@ a f0)= VI6 =4, dus A(0,4). 


Ort p= 2= 6, dus B(0,6). 
ï 


Ee Eet 
b f(x) = V4x + 16 geeft f'(x) =4 Ze Verd f© wet 


16a 
@- 2 


8,0) =4+ a D? =4 + 8(ax — 2)? geeft g(x) =a--2-8-(ax-2)P=- 


16: 
dus zO==2. 
De raaklijnen in A en B evenwijdig geeft f(0) = g,'(0) 
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1 
=6-% =e 
@ a flx)= 6-2 geeft f'(x) =-2 ENGEN En 
raaklijn evenwijdig met k geeft f'(x) =—} 
If 
bx ? 


v6-2x=2 


kwadrateren geeft 


Stely=-bx+b. 
de Jel+b=2 
AU)= NE 2=2,dus(1,2) { ? 
gie 
b=2} 
Dus de vergelijking is p=-jx + 25. 
b g@)= vr 
J verm. y-as, } 
yk 


{ translatie (3, 0) 
y= 2-3), ofwel y= V6 2x 


Dus de vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met —} en de translatie (3, 0). 


Ed HO MP 
af) En n 5 mi 1 2 ft 
BE Rd 
: : i 1 52 3 2 SID 
=2rlb- Id — bee _ - e 
SO) = 2x Ad EEn ENEN EN NG 
52 -3x-2 
bf) =0 geeft en =0 
Sx2-3x-2=0 
D=(-32-4-5:-2=49 
EN EL 
ONT De ET 


voldoet niet voldoet 


min. is f(1) =-2. 
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e f(x) =0 geeft 


Pk 


--=0 
xx -x-2)=0 
xt De 2) =0 


x=0 Vax=l,v 2=2 
vold. niet vold. niet vold. 
Dus A(2, 0). 
Stel k:y =ax + b. 


5-2-3:2-2 12 6 V2_ 6/2 


SOE CEE 2e 


32 

ar a “tbl az2b=0 

(2,0) 6V2+b=0 
b=-6V2 


Dus k:y=3V2"x— 62. 


d re,= 165, dus f'(x) = 165. 


SZ 
Voerin p= Sje en 165. 


Intersect geeft x= 4. 
fl) = 20, dus B(4, 20). 


Bladzijde 193 
@ a x=p geeft yp=6p pt en voip? —3p 


PQ=6p-p?- (ip? -3p) =p -p°— ip? + Ip =- lip? + Ip 


bA=}-PO:p=}: Clip? +9p) p= ip? + Aip? 


d4 
Dit geeft — =-2ip? + Ip. 
it gee! Er ap“ +9p, 


dA 

ap Ceep gp=0 
-2ipp-4)=0 
p=0 yv p=4 
vold. niet vold. 

A 

o 4e? 


p=4geeft A= Â-43 +4} 4224 
Dus de maximale oppervlakte van driehoek OPQ is 24. 


A txt4=0 

2x 8=0 

+2 4)=0 

x=-2vx=4 

Dus P(-2, 0), Q(4, 0) en -2<p <4, 
OR=OQ-OR=4-p 
RS=y= ip +p+4 


=EOR-RS=}"(4-p): hp +p +4) =(2-3p): ip +p+4)= 


pp 8+ Ip Ip? 2p ip Ip? +8 
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b pehbrarnger Laast 
dx 
Do geeftr+1=0 
dx Ù 
x=l 


Dus x‚= 1. äd 
Amp lip? +8 geeft, = ip? 3p 
p 


Eel E 
Oe 
ie p=1 5 Á 


dA 
— _ is ongelijk aan 0, dus A is niet maximaal voor p =x. 


dp 
dA 
e ap Seef dot 
ipp-4)=0 
p=0Ovp=4 
A 
B 1Ô zP 


A is maximaal voor p =0. 
De maximale oppervlakte is 8. 


7 Lijnen en cirkels 


(25) a k: 3x+y=6ofwel k: y=-3x +6 geeft rc, =-3 
tan(a) =-3 geeft a =-71,56...° 
LEy=-Wx+3 geeft rc,=-2 
tan(f) =-2 geeft} =-63,43...° 


B-a=-63,43..° —-71,56..° =8,13...° 
De gevraagde hoek is 8,1°. 
4-0 4 
b reg=nzzk 


Speke 3 

tan(a) =- 13 geefta =-53,13...° 
zeeh 4 

nT 3-1 

tan(f) = 1 geeft = 45° 

B-a=45° —-53,13..° = 98,13... = 

De gevraagde hoek is 180° — 98,1° =81,9°, 


re 


tan(a) =-1} geefta =-56,30...° 


eel 

GZ 
tan(B) =t geeft} =-14,03...° 
B-a=-14,03..° —-56,30.. 


De gevraagde hoek is 42,3°. 
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(2e) a f(O)=2 en g,(0)= [4 =2, dus de grafieken van fen g snijden elkaar in (0, 2) op de y-as. 


b f)=x— ie a an 6x +2, tad OJ 8 
B de 


g(x) =Nlax +4 geeft g(x) =a" Ean BE ‚ dus g,(0) = Eris 


loodrecht snijden geeft Lo: ZO) = 
-1 


D 2 HAB) NADP+ A-PID CH = N25 +25 = 50-52 


Li 8 
b rez zg E 
Hed rd Ee 
door B(2,4) EL BZA 
b=10 


Dus BC: y=-3x + 10. 
De loodlijn k op BC heeft dus rc, = 3 


peixtb 
door A(7,9) 


Dus k:y=jx +68. 
k snijden met BC geeft Ja +63 =-3x + 10 


3ix=35 
an y=31+10=7 


Dus het snijpunt is S(1, 7). 
d(A,BO) = (AS) = NL -DP +7 IP = VCO + OP = V36 + 4= AO = 2/10 


e BC=dB,C= VED +1 HPI + CI = VI +9 = 10 

De oppervlakte van driehoek ABC is gelijk aan $+ BC-d(A, BC) =} v10-2/10=10. 
dr =d(A, BC) = 2/10 geeft 72 = (2/10)? =4- 10 =40 

Dus e: (x— 7)? + (x— 9)? =40. 


a Me) 
e reu 5 | 
tan(a) =rc4g = 1 geefta = 45° 
1-43 
Pez z 1 


nn -3 geefta — 71,56. 
—B=45° —-71,56..° = 116,56...° = 116,6° 
Dus ZABC = 116,6°. 


Bladzijde 194 
(28) a k staat loodrecht op /: 2x — 3y = 6, dus k: 3x + 2y =c. 
3x+2y=c mn Di 
deordttoy peerd 
Dus k: 3x + 2y =7. 
Z=0 En 
b foo dr dusren — 1. 
y=rljxtb |. ” 
door B(3,2) keke 
-4l+b=2 
b=6 


Dus m: y= lx + 65. 
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® pi5 + lofwelp:3x— Sy=15 
Dusn: 3x —Sy=c REA 
door 03,1) } c=3:3-5--1=14 


Dus n: 3x —5y= 14, 


Dus k: 3px + (p + 1)y=3p(p + 1). 


b NN AAA EI IEN DEE 


door C(-1,6) =âp + 6p +6 =3p? + 3p 
-3p?=-6 
pel 
p=N2vp= 2 
e l2x+3y=6 
p= -UXx+6 
y=Âx+2 
Dus re,= 5 
me 


3) 
reyre,=-l geef ET 


d dALB)= VOP + Dt Gp OP = VPE Ip +1 I= Ip Ip +1 


Voer in y, = 10x? + 2x + len y, =3. 
Intersect geeft x=-1 en x= 0,8. 
dlA,B) 


1 ol 0,8 
d(A, B) <3 voor-l <p <0,8. 


© 2 dAB)- NGI E PER FIG VES 
b c, heeft middelpunt M(2, 3) en straal r = 10. 
dA,M)= NGI FAI NIE IT =2 
d(A,e)=r —d(A,M) = V1O — 2 
eer tyl-4xt2p=0 
dry +2p=0 
P-dxt4Atyltptl-1=0 
2 -4t(ytl-1=0 
e-DP+IP=S 
cj heeft middelpunt M2, -1) en straal r= /5. 
dA,N)= {2-3 + CIA = VCD + CSP = VI +25 = V26 


d(A, cj) =d(A,N) —r= 26 —V5 
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d 1 staat loodrecht op k, dus /: 4x — 3y=c. 


4x -3y=c Eee 
dent Andante 
Dus /:4x — 3y =0. 
… 4x 3y=0 kl 16x— 12y =0 
raden merker (ETD, 3 Ox +12y=45 
Be =45 | 
x=1f 4-14 -3y=0 
4x 3y=0 | -3y=-Ê 
y=% 


Dus het snijpunt is s(1f,22). 
da, =dA,S= [UE + 8-0) (BP (EE A2 


arty 5=0 
xy t4p-5=0 
xtetlltyt4yt4-4-5=0 
IDE Lt(y +224 5=0 
Gt +(+ 2=10 
Dus middelpunt (-1, -2). 
C1,-2) op kgeeft p=-l+-2=-3. 
b lx-3y=q,dusx=3y+g. 
x= 3y + q substitueren in x? + y? + 2x + 4y — 5 = 0 geeft 
Gta? +y +23 tg)t4p-5=0 
Oy! +6gy ta? ty? +6y+2qt4p-5=0 
10y2+(6q +10)y+q?+2q —5=0 
D=(6q +102 —4-10-(q?+2q — 5) =36q? + 120q + 100 — 40q? — 80q + 200 = -4q? + 40q + 300 
Raken, dus D = 0. Dit geeft -4q? + 40q + 300 =0 
q?-10g-75=0 
(a+5q—15)=0 
q=-Svq=15 
e m:3xty=r,dusyp=-IXxtr. 
y=-3x + r substitueren in x? + y? + 2x + 4y — 5 =0 geeft 
xt (-3xtr)? +243) 5=0 
xt bratra 12 5=0 
10x2 + (c6r — 10x tr? +4r—5=0 
D=(-6r—10)2—4-10-(7?+4r — 5) =36r? + 120r + 100 — 4072 — 160r + 200 =-4r? — 40r + 300 
D=0 geeft -4r° — 40r + 300 =0 
r+10r-75=0 
(r-5(r+15)=0 
r=5vr=-15 


D 


r 
15 5 


Geen gemeenschappelijke punten, dus D <0. 
Dusr<-15 vr>=5. 


(32) a c, gaat door A(O, 2) en B(O, 8), dus het middelpunt M ligt op de lijn y=5. 
cj raakt de x-as in C(4, 0), dus M ligt op de lijn x= 4. 
Dus is M(4, 5) en is de straal gelijk aan 5. 
Dit geeft c‚: (x — 4}? +(y— 5)? =25. 
Het middelpunt N van c‚ is MO, 5) en de straal is gelijk aan 3. 
Dit geeft cj: x? + (y — 5)? =9. 
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b Noem de raakpunten D en E. 


sin(ZDON) = oe geeft ZDON = 36,86...° 


De hoek tussen ee raaklijnen is 2 + 36,86. 


€ y 


=73,13...° = 74°, 


es o z37e 
Teu ro 3 geefta = 36,86... = 37 


Dus de hoek waaronder c, de y-as snijdt is 37°. 


Bladzijde 195 


1 
b rug 7 Teds 1, =7 


® a Met dit werkschema wordt het middelpunt M van de cirkel gevonden door het snijpunt van twee 
middelloodlijnen van driehoek ABC te berekenen. Daarna geeft d(M, A) de straal van de cirkel. 


Het midden van AB is ($(6 +7),}(8+ 1)) = (65,41). 


Stelk:y=ix +b. 


E: 
y=jxtb hee +h=4l 


1 
door (65,45) 2 2 
Brod 
b=3 
Dusk: y= ix +35. 
4-8 


Pec 2 dusrej= 2, 


Het midden van AC is (}(6+-2),}(8 +4)) = (2,6). 


Stel L:y=-2x + b. 
ent 
2:2t+b=6 
door (2,6) -äti=ë 
b=10 
Dus /:y=-2x + 10 
ken / snijden geeft 
Fa 3=-2x+ 10 
2Ux=6} 
x=3 te = 
p= 10f 723104 
Dus M(3, 4). 


AM, A) = [6-3 +84 = VIFA VO +16 25 =S 


Dus c: (x — 3}? +(y— 4)? =25. 
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® a 


a 


ex tyl-2x-6yt5=0 
B xty-6pt5=0 
Bt l-ltpptI- Dt 50 
G=ljke lt (pd Se 
(e= itr 3 =S 
Dus M(1, 3) en r= /5. 
_3 3 
rem = 
tan(a)) =$ geeft a =-36,86...° 
3-0 
Fou 1-0? 
tan(B) =3 geeft B = 71,56... 


B-a=71,56..° —-36,86...° = 108,43..….° 
Dus Z(AM, OM ) = 180° — 108,43...° =71,56...° =72°. 


Noem de raakpunten B en C. 

dA,M) =S +G OP NCAP HI VI6HI= 25 =5 
5 

sin(ZBAM) = Dr = & =1S geeft ZBAM =26,56...° 


Z(k‚D=2: ZBAM=2:26,56...° =53,13..° =53° 
d(A,M) =S en d(A, y-as) = 5, dus d raakt de y-as. 


Het middelpunt van de cirkel is het midden M van AB, dus M(9, 8). 
16-016 4 ere 

FB 153 12 > lus rc, =-4- 

tan(a) = re, =-} geeft a =-36,86...° 

Dus de hoek waaronder / de x-as snijdt is 36,86...° = 37°. 

S ligt even ver boven de lijn y =8 als 4 eronder ligt, dus S(3, 16). 


ae ZE P 

4-3+b=16 

El 

door S(3, 16) Jl +b=16 
b=18} 

Dus Ly =-äx + 185. 


y=0 geeft -Âx + 185 =O 


—ix=-184 
4 


Dus R(245,0). 
T in het snijpunt van AB en RS. 


AT=AR sin(a) = (241 —3)  sin(36,86...° )= 12,8 

Dus d(A, 1) = 12,8. 

AB= (15 — 32 +(16 — 0? = [122 + 162 = [144 + 256 = /400 =20 

Tis het snijpunt van AB en RS. 

Opp(ARBS) = opp(AABS) + opp(AABR) =}-AB-ST +} -AB- RT =jAB(ST + RT) = 


JAB-RS=}-20- 26,66... = 266,66... = 2663 


De loodlijn uit N op de y-as snijdt de y-as in het punt Q(O, 4). 

In driehoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + QM? = MN? 
ON? + 52= 132 
ON? =169 — 25 = 144 
ON=12 

Vierhoek OPNM is een trapezium. 

De oppervlakte van OPNM is }(9 +4): 12= 78. 
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b De loodlijn uit N op de y-as snijdt de y-as in het punt Q(O, s). 
In driehoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras ON? + OM? = MN? 
ON? + (rs)? =(r +5)? 
ON? +? 2rs + str? +2rs +52 
ON? =4rs 
ON= Ars =2rs 


De oppervlakte van OPNM is }(r +s)-2/rs =(r + s)vfrs. 
e De stelling van Pythagoras in AOQONM geeft QM? + ON? = MN? 

(r—5)}+OP?= MN? 
(rs)? +152=25? 
(r—s)?=625— 225 
(-—5)?=400 
r=s=20 

MN=25 geeft r+s=25 


r+s=25 
r=s=20 
2r=45 


r=2} fers 
mn en 
s=2 


Dus r=22j ens=25. 


8 Goniometrie 


Bladzijde 196 
® a xp —cos(2) =-0,42 en vp = sin(2) = 0,91 
b xp=4cos(5)= 1,13 en yp=4sin(S) =-3,84 


€ xp =6eos(lir) =-4,85 en vp = 6sin(llx) =-3,53 
d xp =8cos(-Sjz) =-6,93 en yp—Bsin(-Sln) =4 
@® a h—2,4+0,6sin(0,51(t—3)) n 


evenwichtsstand 2,4 
amplitude 0,6 


2 
Ï — cr > 12,32 
period EE 


stijgend door evenwichtsstand voor f= 3 


b Voer in p, = 2,4 + 0,6 sin(0,51(x -3)). 

De optie maximum geeft x = 6,079... en x= 18,399… 

0,079. uur =0,079..… + 60 =4,799.… minuten = 5 minuten 

0,399. uur =0,399.… + 60 = 23,997… minuten = 24 minuten 

Dus om 6:05 uur en om 18:24 uur. 

De periode is 12,32 uur = 12 uur en 19 minuten. 

Elke dag komt er dus 2 « 19 = 38 minuten bij. 

Dus op $ mei is het voor de tweede keer hoogwater om 

18:24 uur +3 + 38 minuten = 18:24 uur + 114 minuten = 20:18 uur. 


e 
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d Er moet gelden dat h > 2,60 + 0,30, dus h > 2,90. 
Voer in y, = 2,90. 
Intersect geeft x = 4,931 … en x = 7,228. 
0,931... + 60 = 55,89. 


0,228... + 60 = 13,70... 
Dus tussen 4:56 uur en 7:14 uur. 
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® a y=sinx) y= cos(t) 

| verm. x-as, 3 | verm. x-as, 4 
y= 3sin(x) y=4cos(%) 
| verm. y-as, } } translatie (-Az,-1) 
y=3sin(2) 2) =-1+ Ácose + ln) 
{translatie (£x,2) 
{=2+3 sin(2(x— tx) 

b /@)=2+3sin(2(x— 47) 20) =-1 +4Acos(x +k) 
evenwichtsstand 2 evenwichtsstand —1 
amplitude 3 amplitude 4 


eriods 2n_ periode 27 
is ge hoogste punt (47,3) 
beginpunt (}7,2) 

y 


al- 


2 


c a=2,b=3Jenc=2. 
Een top van de grafiek van f(x) =2 + 3sin(2(x — }x)) voor x= ba + 4 periode =n +á7. 


Dus top (är, 5). 
Dus f(x) =2 + 3cos(2(x — 7). 
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d g(x) =1 geeft 1 + 4cos(x + kr) =1 
4cos(x + lx) =2 
cos(x + Ex) =1 
xthn=intk:2nvatin=-dn+k:2n 
x=intk-Mmva=-dntk:2n 
x in [O, 2x] geeft x=} v x= lin 


Zie de figuur bij b. 
26) <1 geeft gn <x < lin 


© a maximum — minimum = 6500 — 1500 = 5000 
Dat is dus 5000 cm’. 

b In figuur G.11 is de periode 6 seconden, dus er zijn 10 ademhalingen per minuut. 
Het minuutvolume is 10 * 500 = 5000 cm°. 
In figuur G.12 is de periode 15 seconden, dus zijn er 4 ademhalingen per minuut. 
Het minuutvolume is 4 « (6500 — 1500) =4 - 5000 = 20 000 em’. 
De verhouding is 5000 : 20000 = 1 : 4. 
Stel V=a + bsin(e(t—d)). 


4000 + 3500 
a = evenwichtsstand = ren 3750 


b = amplitude = 4000 — 3750 = 250 


. 


NRE 2, 
periode is 6, dus c= En 37 


stijgend door de evenwichtsstand voor f= 0, dus d =0 
Dit geeft V= 3750 + 250 sin(trt). 


d Stel /=a + beos(e(t—d)). 


6500 + 15: 
a = evenwichtsstand = En = 4000 


b = amplitude = 6500 — 4000 = 2500 

periode is 15, dus c= z =Âr 

hoogste punt is (3,75; 6500), dus d = 3,75 

Dit geeft V— 4000 + 2500 cos(Ar( — 3,75). 
e Stel V=a +bsin(e(t—d)). 


a=4200 
b=2500 
60 
periode is 40 = 1,5 seconde, dus c= a = VER 


op t= 0 helemaal uitgeademd, dus stijgend door de evenwichtsstand 4 periode na f=0, 
dusd=0+5-1,5=0,375 

Dit geeft V= 4200 + 2500 sin(1}r( — 0,375). 

Voer in y, = 4200 + 2500 sin(14(x — 0,375) en y, = 6000. 

Intersect geeft x = 0,566... en x= 0,933. 


Per ademhaling 0,933... — 0,566. 
Dus per minuut 40 + 0, 366... = 


EN 


0,366. seconde. 
4,648. = 14,6 seconde. 
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(aa) a De omtrek van het rad is 2x « 20 = 125,66. m. 
De snelheid is 125,66... m/minuut = 7,5 km/uur. 
b a = evenwichtsstand = 23 
b= amplitude = straal = 20 


2 
periode = 60, dus c= Ee =kr 


op £= 0 in de hoogste stand, dus d =O 
Dus a =23, b= 20, c= sn en d=0. 
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€ 12 van de 36 bakjes eerder, dus } periode eerder op een hoogste punt, dus op =-20. 


Dit geeft h= 23 + 20cos(iz(t+ 20). 
dh 


o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 


e Lees uit de grafiek af dat dit het geval is voor f= 20 en t= 80. 


@® a Stel ya +bsin(c(x—d)). 

35-15 _ 
2 

b= amplitude =35 — 10=25 


a = evenwichtsstand = 10 


à 2n 
periode = 1x, dusc= De” Îk 


stijgend door de evenwichtsstand voor x=}, dus d= 57 
Dit geeft y= 10+ 25 sin(l}(x — 3x). 
b Stel N=a +b cos(c(t —d)). 
40+0_ 


a = evenwichtsstand = 20 


b= amplitude =40 — 20 = 20 
x 
periode = 12, dusc = Ee 
hoogste punt voor t= 1, dus d= 1 
Dit geeft N= 20 + 20 cos(}r(t— 1). 


@® a sin) 12 


x=-intke2nva= lint k:2n 


=L 
=in 


x in [O, 2x] geeft x= in vx= län 
b_sin(2x — Jm) + cos(x + Ja) =0 

sin(2x — Ir) =0 v cos + iz) =0 

einekenvatin=jntken 

2eintkenveekntken 

x=intkeinva=intken 

xin [0,2] geeft r=in vain van lin vee lin vand van ljn 
e 3sin(2x — Ar) 14/3 
zm) =3 


In=-intk:2n var in= lint ke 2 
xk: Vv 2x dn + ke 21 

x=kenva=gntken 

xin[0, 2] geeft x=Ova=nva=mva= inven lj 


d_sin2(lx) + sin(}x) =O 
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sin(tx) - (sin(x) +1) =0 
sin(}x) =O v sin(Jx) =-1 
Ie=kenvix= lin +k-2n 
x=k:UWnvx=IntkAn 
x in (0, 2x] geeft x=0 vx=2n 

e (sin(x) — 1): sin(x) =0 
sin(x) — 1 =0 v sin(x) =0 
sin(x) =1 v sin(x) =0 
x=intk-2nva=ken 
xin[O, 2] geeft x=Ovx=inva=nva=2n 


f_(cos(x) —})) (cos(a) + 1) =0 


cos(x) =5} v cos(x) =-1 


x=intke2nva=dntkdnva=ntke2n 


x in [O, 2x] geeft x= in vax= lin var 
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@ a Tin°G 


b Stel T=a +b sin(c(u—d)). 

21,0 + 12,2 
2 

De amplitude is 21,0 — 16,6 = 4,4, dus b=4,4. 


De evenwichtsstand is = 16,6, dus a= 16,6. 


De periode is 24, dus c=— 
i 


3 
Stijgend door de evenwichtsstand voor u = 
T=16,6+4,4sin(r(u —9)). 
e Voer in y, =7,6 +4,3sin(dsr(x — 10)) en y,=11,5. 


Intersect geeft x= 14,339… en x= 17,660.…. 
17,660.… — 14,339.… = 3,321. uur = 199,2. minuten 
Dus gedurende 199 minuten. 

d Maximale stijging voor u = 10. 


dy 
EE =1,125., 
El. ae 


Dus de maximale stijging is 1,1 °C/uur. 


3-9, dusd=9. 
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B a De horizontale verschuiving naar rechts over &n gevolgd door de vermenigvuldiging ten opzichte 
van de x-as met -2, 
b Voer in y, =-2sin(x+ }x) en p, = sin(x) — cos(x). 
Intersect geeft x= 2,790. en x= 5,932. 


Ì 


fo) < gr) geeft 0Sx <2,79 v 5,93 <x Sn 

ec Zet y, uit. 
De optie maximum geeft x = 2,356... en y= 1,414... dus a= 1,41. 
De optie zero of ROOT geeft x = 0,785.…., dus b = 0,79. 
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@ a fx) —0 geeft sin(x) coslx— 7) =O 
sin(x) =0 v cos(x — kn) =0 
x=kenvain=jntken 
x=kenva=intken 
xin[-x, n} geeftx=-n va=0Ovr=n van hrva= in 
b Voer in y, = sin(x) cos(x — Jr). 
De optie maximum geeft x= 1,178... en y = 0,853. 


De optie minimum geeft x= 2,748. en y 
0,853. +-0,146. 


De evenwichtsstand is EN = 0,353... dusa = 0,35. 
De amplitude is 0,853. — 0,353... 5,dusb=0,5. 
2n 
hal i is 2,748... — nl An SER de 
De halve periode is 2, 1,178 4 dus c 2-1,570.. 2 


Voer in y, =0,353.… 
Intersect geeft x = 0,392…., dus d = 0,39. 
c [2] = 1, dus de maximale helling is 1. 
dx Je 0,392 


(47) a Uit de gegevens volgt dat O(O, 0) en B(75, 0) laagste punten zijn en dat D(374,24) een hoogste punt is. 
Stel y =a + b sin (cx —d)). 


De evenwichtsstand is ged = 12, dusa= 12. 
De amplitude is 24 — 12 = 12, dus b= 12. 
De periode is 75, dus c= z =Ân. 
Stijgend door de evenwichtsstand voor x=} +37} = 183, dusd = 185. 
Dus y=12 + 12sin(&r(x— 183). 
b Voer in y,= 12+ 12sin(Zn(x — 18). 


[2] = 1,005... 
dx Jee 18 


tan(a)) = 1,005. geeft a = 45,15...° 
Dus de maximale helling is 45°, 
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e Uit de gegevens volgen het hoogste punt (0, 18) en het laagste punt (375, 12). 
Stel y=a + beos(e(x —d)). 


+12 


18 
De evenwichtsstand is =15,dusa= 15. 


De amplitude is 18 — 15 =3, dus b=3. 
eht 2n 
De halve periode is 375, dusc — 23 Zn. 


Het hoogste punt is (O, 18), dus d = 0. 


Dus y= 15 + 3cos(Anx). 
Voer in y,= 15 + 3cos(&nx). 


Intersect geeft x= 21,153… en x= 53,846.… 
53,846..… — 21,153.… = 32,692.… 
Dus de afstand is 33 meter. 
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